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A mérés célja

Szilard testek alakvéltozasahoz sziikséges erd-, illetve energiaviszonyok leirdsdhoz sziik-
séges ismerniink a test anyagara jellemz§ rugalmas dllandokat. A mérés soran ilyen ru-
galmas tulajdonsagokat fogunk mérni két modszerrel: az els6 esetben egy fémriad Young-
moduluszat mérjiik meg statikus terheléssel, a masodikban egy huzal torziémoduluszat
mérjiik dinamikusan, torzios lengéssel.

A meérés eszkozei

e Két kiadott fém rad (S7 és A1 jeld mintéak)

e Egy kétkari emelGs szerkezet, amibe befoghatok a rudak, és az emels egyik oldalara
silyokat akasztva, a riud kozepével erGvel terheli

Terhel6 sulyok

Torzios szal

Specidlis bura, ami alatt a torzios inga lengéseket végezhet

Lengé szerkezet, benne rovatkikkal

Két henger alaku teher, amit a rovatkdkba lehet rakni (5-6s és 6-os minta)
Fénykapu, ami 10 lengés idejét méri

Elektronikus mérleg

Mérsszalag, tolomérs, csavarmikrométer

A mérés menete

c stz

sagal befogjuk a terhelG szerkezetbe a rudat, és a mérGoraval mérjiik, hogy terhelGerd
fiiggvényében meérjiik, mennyit hajlik meg a rid az egyenstlyi helyzetéhez képest. Ezt a
mérést két raddal végeztiik, a téglalap keresztmetszet A1-essel, és a kor keresztmetszet
S1-essel. Ezutéan a terhel6 er6t fixaljuk, és a befogott hosszat valtoztatjuk, és igy mérjiik
meg az elhajlast. Ezt csak az S7-es riddal végeztiik el. Mivel a rad befogott hossza, a
terhel6 erd, a Young-modulusz és a kitérés kozott egyértelmii kapcsolat van, ezekbdl a
mérésekbdl meghatarozhatjuk a Young-modulusz nagyséagat.

A masodik mérésben a torzios szal torzidmoduluszat mérjiik meg, gy, hogy torzios
inganak a felfiiggesztéseként hasznaljuk: egyik végén felfiiggesztjiik a bura tetejére, ma-
sik végére pedig a lengs szerkezetet akasztjuk. Ezt elforgatjuk tigy, hogy kozben a szal
fiigg6leges maradjon, és a visszatérés kozben végzett rezgések lengésidejét mérjiik a fény-
kapuval. Az ingéit visszatérit§ erd a szal torzidjatol fiigg, ezért ezt mérve, megkaphatjuk
a torzios modulust. Mivel azonban a szerkezet tehetetlenségi nyomatéka is szerepel a kép-
letekben, ezt viszont bonyolultabb lenne megmérni, nem elég pusztan a lengésid6t mérni.
A legcélszeriibb, ha az inga tehetetlenségi nyomatékat ismert modon valtoztatgatjuk, és
az ennek hatasara torténd lengésidd valtozasbol kozvetleniil is kiszamithatjuk a szél tor-
ziomoduluszat. Erre haszndljuk a két hengert, amiket az inga rovatkiiba helyezhetiink el
szimmetrikusan, és a kdzépponttol vald tavolsagukat valtoztatjuk.



Kiértékelés
Young-modulusz mérése

Lehajlas a terhelS erd fiiggvényében A téglalap keresztmetszetd rudat kétféle kép-
pen is be tudjuk fogatni, gy, hogy a hosszabbik oldala vizszintes legyen és gy, hogy
fiiggtleges. Ezzel mindkétféle képpen elvégeztiik a mérést, a kor keresztmetszetd riddal
(értelemszeriien) csak egyféle képpen. A terhels szerkezet tigy volt kialakitva, hogy a kii-
16nb6z6 tomegi silyokat kiillonb6z6 erGkarral tudjuk raakasztani a kétkarti emel6re, amik
ennek hatésara er6t fejtenek ki a radra. A rudat az emelGtél egységnyi tavolsidgra hiizza a
szerkezet, a sulyokat pedig fel lehetett akasztani ketts, harom, négy és 6t egységnyi tavol-
ridra. Ha az m; tomeget a k; karra akasztjuk, akkor az az erd, ami a ridra hat: ) . k;m;g.
Innentdl ezt a rovidség miatt kmg-vel jeloljiik.

A . tablazat (a), (b) és (c) része a rudak kitérését mutatja az emeldre akasztott tome-
gek fiiggvényében. A terhel6 tomegeket g-vel szorozva megkapjuk a terheld erdt, ezeket
grafikusan az 1., a 2. és a 3. abrak abrazoljak.

km(g] || s[mm] | | kmlg] || s [mm]
- = — — PR p— Llmm] || so[mm] | sy [mm)]
, : 200 || 064 | 2,39
2000 | 0,59 2000 | 0,63 500 | 0,64 s | 070 | 216
3000 || 0,96 2500 | 0,71 2000 || 1,17 35 | 021 | 139
3250 || 1,06 4500 || 1,05 3000 || 1,53 334 || 022 | 1.39
3500 | 1,16 5500 || 1,21 3500 || 1,70 w00 | 0sr | 12
4000 | 1.35 6000 | 1,30 4000 | 1,86 75 | o5 | Loi
4500 || 1,53 6500 || 1.46 o000 || 2,24 250 || 041 | 0,86
5000 || 1,72 8000 || 1,62 0500 || 239 226 | 046 | 0,77
5500 || 1,91 10000 || 1,95 6000 || 2,57 200 || 035 | 0,58
5750 || 2,00 | | 12000 | 2,28

(a) (b) (c) (d)

1. tablazat. (a) A téglalap keresztmetszetii rad elhajlasa a terhels tomeg fiiggvényében a
vizszintes allapotban. (b) A téglalap keresztmetszetii rad elhajlasa a terheld tomegfiiggveé-
nyében a fiiggsleges allapotban. (c) A kor keresztmetszet( rud elhajlésa a terheld tomeg
fiiggvényében. (d) A kor keresztmetszetii rad elhajlasa 5000 g tomeg hatasara a befogot
hossz fiiggvényében.

Az 1., a 2. és a 3. dbrakon latszodik, hogy a terhelGers fiiggvényében a lehajlésra
minden esetben egyenes illeszthetd. Az egyenesek meredeksége a vizsintes, a fiiggGleges és



2.5

mért adatok
illesztett egyenes: s = 0,03834 *kmg - 0,161 ——
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1. abra. A téglalap keresztmetszetii rad lehajlasa a terhel§ erG hatasara vizszintes hely-
zetben

25 [ ' ' ' ' mért adatok
illesztett egyenes: s = 0.01679 *kmg + 0,305 ——
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2. abra. A téglalap keresztmetszeti riad lehajlasa a terhel§ erd hatésara fliggGleges hely-
zetben

mért adatok
illesztett egyenes: s = 0,0358 *kmg - 0,468 ——
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3. dbra. A kor keresztmetszetii rad lehajlasa a terhel§ eré hatasara



a kor esetében:

mim

0.03834 ™ 1 0. 00009
m, = 0. — 10, —
N N

mm mm
my = 0,01679 N £ 0,00004 N

mm mm
my = 0.03577 N + 0, 00021 N

A Young-modulusz a meredekséghdl az alabbi médon szamithato: E = ﬁ:’n[, ahol [ a

rid befogott hossza, I pedig a méasodrend( feliileti nyomaték. A hiba 6F = 3] 4+ om +
0l. A masodrendi feliileti nyomaték a mintdk geometriai adataibol kovetkeznek, ezeket
a tolomérdvel és a csavarmikrométerrel mértiikk meg. A téglalap keresztmetszetdi minta
hosszabbik oldala l;, = 11,98 mm =0, 02 mm, révidebbik oldala [, = 7,91 mm=+0, 01 mm.
A kor keresztmetszetii rad atmérGje d = 0,70 mm £+ 0,01 mm. Ezek alapjan a feliileti
nyomaték a kiilonb6z6 esetekben:

I, = 494 mm* + 3 mm?*
Iy = 1133 mm®* £ 7 mm*

I, = 475 mm* £ 8 mm*
Ezekkel az adatokkal mar ki tudjuk szamolni a rudak Young-moduluszat:

E,=70,4 GPa+1,6 GPa
E;=70,1 GPa+1,7 GPa
E, =784 GPa+2,9 GPa

Mint lathato tehat a téglalap keresztmetszetii rid Young-modulusza mindkét mérési majd-
nem pontosan ugyanazt adta (még a mérés pontossaga is megegyezik).

Lehajlas a befogott hossz fiiggvényében A rud meghajlasanak mérete attol is fiigg,
hogy milyen hosszu rész deformalodik. Ezért, a kor keresztmetszet rad rogzitési pontjait
is modositjuk. Minden esetben a terhelés koriil szimmetrikusan allitjuk be a befogd pon-
tokat. Minden hossz esetén két erG hatasara valod lehajlast mériink, so-t km = 500 g-nak
megfelel6 er6nél, si-t pedig km = 5500 g-nak megfelels erénél. A kettd kiilonbsége 5000 g,
igy a terhelGers F' = 49,05 N. A mért értékeket a . tablazat (d) része tartalmazza. A 4.
abra a befogott tavolsag kobének a fliggvényében abrazolja a két lehajlas kiilonbségét.
Mint lathato, a 4. Abra adataira egyenes illeszthetd, ennek meredeksége m = 0, 0270 77 +

0,0002 575. (Ugyan van egy kiugré pont, de azt az egyenesillesztéskor nem vettiik figye-
lembe.) Az er6 ebbdl a E = Tlfnl képlettel szamolhato, ahol a hiba 6 E' = dm+01 (a sulyok
tomegének illetve a gravitacios gyorsulas mérésének hibajat elhagyjuk). Ez alapjan a kor
keresztmetszeti minta Young-modulusza:

E=797GPa+1,9 GPa

Ez 6sszeegyeztethets az el6z6 modszerbdl kapott mérés eredményével.



" mért adatok
2 illesztett egyenes: s = 0,03834 *kmg - 0,161 ——— |
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4. abra. A kor keresztmetszetii rud lehajlasa km = 5000 g plussz terhetlGtomeg hatasara
a befogott hossz kobének fiiggvényében

alem] || 10T [s]
35.70
40.249
45.49
51.09
57.03
63.23
69.45
10 76.04

O |0 | 1| | Ot =] W

2. tablazat. Az inga lengésideje a korongoknak a kézépponttol vald tavolsdganak fiiggve-
nyében

Torziomodulusz mérése

A huzal torzibmoduluszanak meghatarozasa A mérésnek ebben a részében a vizs-
galt huzalra l6gattuk a lengs szerkezetet, aminek bizonyos rovatkaiba a beletettiik a ko-
rongokat, és megmeértiik a torzios lengéseket. A rovatkak centinként voltak elhelyezve, de
a korongok nagysaga miatt a kozépponthoz legkozelebb 1évG, amibe bele tudtuk rakni, a
kozépponttol 3 em-re volt. Az éra 10 lengés idejét mérte. Ezeket a mért 107" idGket a ko-
rongoknak a kdzépponttol vald a tavolsaguk fiiggvényében a 2. tablazat tartalmazza. Az
elmélet szerint a kdzépponttol vald tavolsag nézgyzete a lengésidé négyzetével aranyos.
Ezeket a mennyiségeket grafikusan az 5. abra abrazolja. Mint lathatd, mért pontokra
egyenes illeszthets, aminek egyenlete:

82 82
—— +0,0007 —;
cm

b=28,30 s>+ 0,04 s*

T?=m-a*+b  ahol  m=0,4945 5
cm

Elméleti megfontolasok szerint a huzal torziés nyomatéka a kapott értékekbdl: G =



70 | ' ' ' " mért adatok |
illesztett egyenes: T2 =0,4942 *a2+831 —
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5. dbra. Az inga lengésidejének négyzete a kozépponttol valo tavolsaganak négyzetének
fiiggvényében

Sﬁlg , ahol [ a huzal hossza, M a tarcsak teljes tomege, r pedig a huzal keresztmetsze-
tének sugara. A hibaja ez alapjan 0G = 6l + 0M + 46r + dm. A mérGszalag, valamint
a tolomeérGvelvégzett mérés alapjan a huzal hossza: [ = 59,3 em £ 0,1 ¢m, sugara pedig
r = 0,35 mm £+ 0,01 mm. A két korong adatait szintén megmértiik: ms; = 194,62 g,
me = 196,20 g, 15 = 16 = 22,5 mm £ 0,01 mm (a tomegmérés hibajat a tobbihez képest

elhanyagoljuk). Ezek alapjan a torziomodulusz:

G ="178,5GPa+9,2 GPa

Az iires inga forgatényomatékidnak meghatarozasa A mérést konnyd lett volna
elvégezni, ha ismerjiik a lengs rész tehetetlenségi nyomatékat, mert akkor a lengésidGbsl
egyértelmien kiszamolhato a torziomodulusz. Mivel azonban ezt nem ismertiik, a Steiner-
tételt kellett hasznalnunk, és a tehetetlenségi nyomatékot folyamatosan valtoztatni. Ennek
hatasara viszont nem csak a huzal torziomoduluszat kaptuk meg, hanem visszaszamolhato
belGle a tarcsak nélkiili tehetetlenségi nyomatékot.

Szintén az elméletbdl kovetkezik, hogy az iires inga tehetetlenségi nyomatéka: O, =
MWI’ — O5 — Og, ahol O5 és Og a két korong tehetetlenségi nyomatéka. A hiba: AG, =
%b (0b + 0m)+AO5+ABg. A mért értékek alapjan az iires inga tehetetlenségi nyomatéka:

O©.=5,57 kg -m?*+0,04 kg-m?



