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1. Bevezetés

1.1. Az Ising-modell

Az Tsing-modell ferromégneses anyagok magneses viselkedésének matematikai modelle-
zésére szolgald modell, amelyet Wilhelm Lenz javasolt 1920-ban, és elGszor Ernst Ising
vizsgalt részletesen. A modell elénye, hogy a bonyolult elektromégneses kdlcsonhatést
pusztan a szomszédjaikkal kolcsonhato elemi magneses momentumokkal kozeliti, igy nu-
merikusan konnyen vizsgalhato, de kvalitativ jellemz6iben mégis visszaadja a magneses
anyagok valodi viselkedését. Ezen kiviil, a modell egyszertisége miatt konnyen altalano-
sithato tobbféle iranyba is (kiterjeszthet$ példaul a dimenziok szama, a magneses spinek
allapota, a kolesonhatas modja), igy kiilonbozé tipusa folyamatok is jol vizsgalhatok ha-
sonl6 modszerrel.

A modell formalis definici6ja szerint a rendszert egy adott racs ¢ racspontjain el-
helyezkedd elemi s; méagneses momentumok alkotjak, amelyek kétféle értéket vehetnek
fel: s; € {—1,+1}. A modell a magnesesség azon tulajdonsagat valositja, miszerint egy
magneses momentum az altal érzékelt tér irdnyaba igyekszik bedllni. A racspontokon el-
helyezkedd elemi momentumokra kétféle forrasbol szarmazo tér hathat: egyrészt a tobbi
momentum hatasara keletkezik az adott helyen tér, illetve a rendszeren kiviilrél is érkezhet
valamilyen H nagyséagu tér. Az energia képletében ezen két hatast két kiillonb6z6 6sszegzd

taggal vehetjiik szamitasba az alabbi modon:
E[S] = _stisj — HZZSZ (1)
(i.3) i

Az els6 tagban minden szomszédos (i,j) racspontpéarra Osszegezziik az s;s; szorzatot,
amelynek értéke +1, ha a két spin azonos, és —1, ha kiilonbdz6ek, tehat energetikai
szempontbol kedvezs, ha a szomszédos momentumok azonosak. A masodik tagban pedig
egyszerten az elemi spinek értékét adjuk Ossze, ami kiilon-kiilon energianyereséget minden

olyan momentum utan, ami H iranyaba all.
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Pusztan az (1) képlet alapjan a legoptiméalisabb elrendez6dés az lenne, ha minden spin
értéke megegyezne, de a termikus fluktuacié hatasara minden s konfiguracio eléfordulhat

—BEls] Boltzmann-tényezével aranyos valoszintséggel. Emiatt, ha definialjuk

m = <%Zs> @)

(2

valamekkora e

a

méagnesezettséget, ahol V' az elemi momentumok szdma, ennek abszolat-értéke nem 1
lesz, hanem annal valamilyen kisebb érték. A hémérséklet novelésével a magnesezettség
erGssége fokozatosan csokken, és valamilyen T kritikus érték felett teljesen eltiinik, és az
egyensilyi érték 0 lesz.

A modell az elmult 100 évben az egyik legaltalanosabban tanulmanyozott vizsgalati
alannya valt szamos alkalmazasa miatt. Tébbek kézott az Ising-modellen keresztiil jol vizs-
galhato a fazisatalakulés és a kritikus viselkedés jelensége is, hiszen a kritikus hémérséklet
alatt a méagneses spinek halmaza elsérendt, felette pedig mésodrendi fazisadtalakuldson
megy at, a két tartomany hataran pedig egy jol meghatarozhato6 kritikus pont talalhato,
amelynek tulajdonsidgai bonyolultabb rendszerek viselkedésére is ravilagit. Ezen dolgo-
zatban a 2 dimenziés Ising modellel foglalkozom, és a kritikus hémérséklet alatti tarto-
méanyban vizsgalom, hogy a stabil egyensiilyi magnesezettség (amely egy 0-t6l kiilonb6z6
érték) hogyan hatarozhaté meg a Metropolis-algoritmus segitségével. Numerikus szimulé-
cioval fogom megtalalni az egyensiilyi magnesezettséget két kiilonb6zd csatolas értékénél,
és kvantitativ modon vizsgalni, hogy a kapott eredmény mennyire pontos, és hogy hogyan

korlatozza a numerikus eljaras tokéletlensége.

1.2. Metropolis-algoritmus

Ahhoz, hogy kiszamoljuk a magnesezettség egyensulyi értékét, az aldbbi varhato értéket

1 Ps
m:<vzi:Si>:szSia (3)

{s} i

kéne kiszédmolni:

—BE(s] . PRy P s . 2 P :
ahol p, = *—— az adott spinkonfiguréacio el6fordulési valoszintisége. Mivel azonban a

spinkonfiguraciok szama 2V, ez numerikusan csak igen hosszt id§ alatt lenne kiszamol-

haté mar kisebb méreti rendszer esetén is. Statisztikus fizikai intuicioboél viszont tudjuk,
hogy a magnesezettség értékek f6lotti valoszintiségi eloszlas a termodinamikai limeszben
egy igen keskeny eloszlas, tehat véletlenszertien valasztva valamilyen s konfiguraciot ps
valoszintiséggel, a konfiguracidhoz tartozo normalt spinodsszeg igen nagy valdsziniiséggel az
egyenstlyi m érték koriil lesz. A (3) kifejezés elméleti kiszamitasa helyett tehat ugyantgy
elégséges lehet a ps valoszintiségek altal meghatéirozott eloszlasbol mintavételezni konkrét
megvalosulasokat, és azok értékeit atlagolni.

A Metropolis-algoritmus célja, hogy olyan médon biztositsa a spinkonfiguraciok min-
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tavételezését, hogy a mintavételezési valoszintiségek a ps valoszintiségeknek feleljenek meg.

Ezt az alabbi lépéseken keresztiil teszi:
1. Induljunk ki egy tetszéleges spinkonfiguraciobol!
2. Véletlenszertien vélasszunk egy elemi magneses momentumot!

3. Szamoljuk ki, hogy mekkora AFE energiavaltozassal jarna a kivalasztott magneses

momentum megvéltoztatasa +1-r6l —1-re, vagy —1-r6l +1-re!
4. Valtoztassuk meg a kivalasztott spin értékét min (17 e PAE ) valoszintiséggel!
5. Ismételjiik a a 2-4 1épéseket!

Belathato, hogy ezt az algoritmust kell6 ideig futtatva, a spinkonfiguraciok eléfordulasi
valoszintisége a termikus ps valdsziniiségekhez tart, igy képesek lehetiink az Ising-modell

altal biztositott egyensilyi magnesezettség meghatarozasara.

1.3. Bizonytalansag szamitasa

A Metropolis-algoritmust futtatva az érintett spinkonfiguraciok mégnesezettsége az id6-
vel az egyensilyi mégnesezettséghez fog tartani, és akoriil ingadozni. Mivel azonban ez
csak egy numerikus szimulacio, a pontos egyensiilyi érték nem hatarozhaté meg egzak-
tul, hanem az ingadozas soran érintett értékek atlagat tekinthetjiik az eredménynek, &m
ennek van valamekkora bizonytalansaga. Azonos eloszlasi, fiiggetlen mintavételezés ese-
tén, egy @1,Ts, ..., sztochasztikus sorozat (z) = L3 x; atlaganak bizonytalansaga a
Ax = \/g empirikus szorassal szamolhato, ahol 02 = (22) — (z)?, de jelen esetben a
spinkonfiguraciok sorozata nem fiiggetlen, hiszen egymasbol generalodnak, ezért az ily
modon kapott bizonytalansag a valodi értéknél kisebb lesz.

Ahhoz, hogy a korrelaltan mintavételezett x; értékek atlaganak valodi bizonytalansagat

meghatarozzuk, képezziink m valtozé atlagabol 0 valtozokat az alabbi médon:

(i+1)m
y(m) _ Zj:ierl ZLj

(4)

m
Fiiggetleniil mintavételezett valtozokra belathato, hogy az 6j valtozokra (y) = (x) és
oy, = 0,/y/m, tehat Ay = \/n/f_l = \/n"/%’fl ~ Az, feltéve, hogy n/m > 1, tehat a

mért érték bizonytalansagara vonatkozoé informacié nem valtozik a blokkolas hataséra.
Ugyanakkor korreladlt valtozok esetén az informaciotartalom valtozik, hiszen korrelécid
csak a szomszédos valtozok kozott lép fel, de a tobb valtozo egymésba olvasztasa miatt
két szomszédos y kézott kisebb a korrelacid, mint két szomszédos x kézott. Ennek kdszon-
hetGen, ha kiszamoljuk Ay értékeket, akkor m novelésével novekedni fog, de egy bizonyos

mérték utan konvergal egy értékhez, ahogy az a 2 abran is lathaté. Ez a konvergencia
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mutatja azt, hogy bizonyos m {6l6tt az y valtozok mar fiiggetlennek tekinthetdk, és azok

bizonytalansaga a végzett szimulacionkban rejlé valodi bizonytalansag.

2. Teszt eset (J = 0,5kT)

El6szor teszteltem az algoritmus alkalmazhatosagat egy olyan esetre, ahol az eredmény

ismertem. Meg volt adva, hogy a 2 dimenzids Ising-modell egyensilyi mégnesezettsége

a csatolasi paraméter % = 0,5 értéke mellett a termodinamikai limeszben m(0,5) =
0,911319..., igy elGszor ezen érték mellett vizsgaltam a kapott eredményt.

2.1. A magnesezettség konvergalasa

A Metropolis-algoritmus egy olyan eljarast biztosit, ahol az elGallitott konfiguraciok els-
fordulasi valoszintisége hosszt id6 utan konvergal a kivant eloszldshoz. Mivel a rendszert
mindenképpen egy konkrét elrendezésbdl kell elinditani, és a mintavételezésben a szomszé-
dos mintavételezések erdsen korrelaltak, ezért az egyensulyi magnesesség megkapasihoz
jo parszor el kell ismételni az 1.2. fejezetben leirt 1épéseket. Mivel a rendszer méretének
fliggvényében exponencialisan ng a lehetséges konfiguraciok szama is, ezért az elézetes va-
rakozas az, hogy a konvergdlasi id6 is egyre hosszabb lesz nagyobb rendszerméretek esetén.
Ugyanakkor sziikséges az, hogy lehetSleg minél nagyobb rendszereket vizsgaljunk, hiszen
a magnesezettség eloszldsa csak a termodinamikai limeszben lesz elkeskenyedd eloszlas,
tehat kisebb rendszerek esetén az egyensilyi mégnesezettség meghatarozasa kevéshé lesz
pontos.

Annak érdekében, hogy talaljak egy olyan megfelel§ rendszerméretet, amelyben a mag-
nesezettség értéke mar jol meghatarozhato, tobbféle méretd rendszert is megvizsgaltam,
egyre novekve mérettel. A szimulacié soran L racsallandényi oldalhosszisagi, négyzet ala-
kt rendszereket hasznaltam periodikus hatarfeltétellel, és L értékét fokozatosan noveltem
L = 5-t6l 150-ig. Egy vizsgalt rendszer igy minden esetben dsszesen V = L? darab elemi

magneses momentumot tartalmazott. A szimulaciét minden esetben az tn. hideg allapot-

bdl inditottam, amikor minden momentum értéke s; = —1 volt, tehat a mégnesezettség
mgy = —1-r6l indult, és a szimulaci6 soran egyre névekedett. Minden rendszerméret esetén

N = 5000 000-szor mentem végig a szimulacid 1épésein.

Az 1. dbra mutatja a magnesezettség értékének konvergélasat a kiilonb6z6 méretd
rendszerek esetén. Mivel egy 1épés soran maximum 1 darab spin valtozhatott meg, ezért
a magneses momentum értékét nem szamitottam ki minden lépés utén, csak L? darab
lépésenként, igy két mérés kozott elvben minden spinnek volt lehetésége megvaltozni.
Az egyensilyi magnesezettség kiszamitdsahoz a 20. mért érték utani adatok atlagat vet-
tem, amelynél mindegyik rendszerméret esetén mar a konvergalt a szimulacio (lasd, piros

szaggatott vonalak).
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1. d4bra. A Metropolis-algoritmussal kapott magnesezettségértékek a lépések ismétlésének
fiiggvényében kiilonb6z6 rendszerméretek esetén J/kT = 0,5 csatolas mellett. Minden
panelen halvanyan lathato a kdvetkez6 panelen lathatd adatsor is az Gsszehasonlithatosag
érdekében.
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2. abra. A blokkolt valtozokbol szamolt empirikus bizonytalansag a blokkméret fliggvé-
nyében J/kT = 0,5 csatolas mellett.

2.2. A magnesezettség bizonytalansaga

Ahogy arra szamitani lehetett, a rendszerméret névelésével a magnesezettségértékek inga-
dozésa csokkent, &m az egyenstly eléréséhez egyre tobb 1épés volt sziikséges. Az egyensulyi
magnesezettség értékérdl lathatjuk, valoban az irodalmi érték kérnyékén van, de a bizony-
talansag kiszamitasahoz el kell késziteni a mért valtozok blokkolasat, hogy lassuk, hogy
hogyan konvergal. Ennek folyamatit a 2. abra abrazolja. A blokkméretet minden rend-
szerméret esetében addig noveltem, amig volt legalabb 8 darab valtozd, aminek a szorasat
ki lehetett szamolni, hogy még nagyjabol teljesiiljon az 1.3. fejezetben targyalt n/m > 1
feltétel. Az abran csak 100-as blokkméretig 4brazoltam a bizonytalansag névekedését, az
6tb6l harom eset lathatolag mar itt is elérte a konvergenciat. Az L = 100 és 150 esetek-
ben a maximdlis blokkméret kisebb volt, mint 100, igy a konvergencia elérése nem latszik
olyan egyértelmtiien, mint a tobbi esetben, de a novekedés korlatjara igy is adhaté nagy-
sagrendi becslés, aminél jobban a gorbék tendencidja alapjan méar nem fog névekedni a
bizonytalansag, és ezt tekintettem a mérés bizonytalansaganak.

A kiilonb6z6 rendszerméretek esetén kapott egyenstlyi méagnesezettségértékeket és

ezek bizonytalansigat az 1. tablazat tartalmazza.

2.3. Diszkusszio

Ahogy az 1 tablazatbol lathato, a mért (m) értékek a rendszerméret novelésével valoban
egyre kozelebb keriiltek az irodalmi értékhez, és bar a bizonytalansagi tartomanyba nem
mindig esett bele (ezt az utolsé két esetben okozhatta akar a bizonytalansag alul-becslése),

a mért érték az irodalmi értéktsl egyik esetben sem tér el jobban, mint a kapott bizony-



3. ISMERETLEN ESET (J = 0,45KT) 7

L [(m)| Am
5 0,0 -
25 || 0,9140 | 0,0011
50 || 0,9148 | 0,0008
75 | 0,9103 | 0,0021
100 || 0,9080 | 0,0030
150 || 0,9084 | 0,0012

1. tablazat. A J/kET = 0,5 csatolasi érték esetében mért egyensiilyi magnesezettségeértékek
és bizonytalansagaik a kiilonb6z& méret rendszerekre.

talansag masfélszerese. Ez egyrészt igazolja a szamolési eljaras soran alkalmazott egyik
legnagyobb &nkényességet, azaz hogy az atlagolast mely értéktdl kezdjiik el szamolni, de
az eredmények az irodalmi érték ismerete nélkiil megfelel§ igazolast nytujtanak. Egyrészt
méar az 1. d4bra alapjan is lathato, hogy a fiiggéleges piros vonal utani adatpontok méar
nagyjabol egy konvergalt értékhez tartoznak, de egzaktabb modszer, ha Osszehasonlitjuk
a kapott Am értékeket azzal, hogy az atlagolas kezdete utan mennyit vandorolt az atlag.
Leellendrizhets, hogy ha az atlagolast késébbtdl kezdjiik el szamitani (azaz, ha a szimulé-
ci6 elején nagyobb részt hagyunk figyelmen kiviil), akkor mért egyenstlyi magnesezettség
nem tolodik el jobban, mint a Am bizonytalansag. Ez azt jelenti, hogy az atlag mar nem
wvandorol” a konvergenciapont felé, a mért értékek ingadozésat mér csak a mintavételi
fluktuécio okozza. A feladat tehat a kovetkezs fejezetben is az, hogy egy ilyen kiiszdbot
talaljunk, ami utdn a mért atlag mar nem a konvergencia miatt mozog, hanem a fluktuécioé

miatt.

3. Ismeretlen eset (J = 0,45kT)

Ebben a fejezetben egy masik csatolas esetén vizsgalom meg a 2 dimenzi6s Ising-modellt

ugyanolyan modon. Jelenleg a paraméter értéke % = 0,45 lesz, és mivel az ehhez az
esethez tartozo irodalmi érték nem all a rendelkezésre, némileg nehezebb a helyzet, mert

nincs egy el6zetes referencia.

3.1. A megneszezettség konvergalasa

Mivel ebben az esetben kozelebb vagyunk a kritikus ponthoz, ezért a magnesezettség
abszolat-értéke kisebb lesz, igy tovabb tart, amig a szimulédci6é soran elérjiik a konvergen-
ciat. Emiatt az alkalmazott 1épésszamot ebben az esetben felemeltem, és N = 100 000 000-
szor alkalmaztam az algoritmust. A pontosabb és megbizhatébb eredmény érdekében na-

gyobb rendszereket is alkalmaztam, mint az el6z6 esetben, jelenleg L = 50-t6l 300-ig
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Lépésszam [107]

3. abra. A Metropolis-algoritmussal kapott mégnesezettségértékek a lépések ismétlésének
fiiggvényében kiilonb6z6 rendszerméretek esetén J/kT = 0,45 csatolas mellett.

terjedt. A konvergenciat ezittal a 3. Abra abrazolja. Az egyensilyi magnesezettség kisza-

molasahoz vett atlagolast a 150. mért érték utani adatokat vettem figyelembe.

3.2. A magnesezettség bizonytalansaga

A mért egyensulyi magnesezettségek bizonytalansagat itt is a valtozoblokkolas mddszereé-
vel szamitottam ki. Ennek folyamatat a 4. Abra mutatja. A blokkméretet eziuttal 600-ig
abrazoltam, am a két legnagyobb rendszerméret itt sem érte ezt el, viszont a konvergen-
cidjuk itt is megbecsiilhets volt a gorbék tendencidja alapjan. Mivel a L = 100 esethez
tartoz6 bizonytalansag mar kozel volt a konvergencidhoz, annak abszolit bizonytalan-
sdga megbecsiilhets volt (én egy kicsit tulbecsiiltem, hogy biztosan ne legyen téves az
eredmény), az L = 200 és 300 eset pedig bar még tavolabb volt a fels§ korlatjuktol, de
lassabb tendenciat mutattak, mint az L = 100 eset, ezért azok hibajat az el6z6 esetnél
kicsit kisebbnek vettem. Az igy kapott egyensilyi értékeket, és azok bizonytalansagait a 2.

tablazat tartalmazza.

3.3. Diszkusszio

Bar az egzakt végeredmény ebben az esetben nem ismert, a mért értékek itt is elég ha-

sonloak lettek. Ugyan az el6z§ eset alapjan, a valodi eredmény nem biztos, hogy a mérési
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4. abra. A blokkolt valtozokbol szamolt empirikus bizonytalansag a blokkméret fiiggveé-
nyében J/kT = 0,45 csatolas mellett.

L [(m)] Am
50 | 0,7592 | 0,0040
100 || 0,7507 | 0,0075
200 || 0,7608 | 0,0070
300 || 0,7640 | 0,0070

2. tablazat. A J/kT = 0,5 csatolasi érték esetében mért egyensulyi mégnesezettségértékek
és bizonytalansagaik a kiilonb6z& méretd rendszerekre.
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5. abra. Egy-egy tipikus spinkonfiguracio a J/kT = 0,5 és a J/kT = 0,45 esetekben.

bizonytalansagon beliilre esik, de ha feltessziik, hogy nem tér el jobban egyik értéktsl sem,
mint a bizonytalansag masfélszerese, akkor az érték a 0,754 — 0,762 tartomanyba esik.
Erdekes sszehasonlitani egy tipikus konfiguraciot az el6z6 eset tipikus konfiguracioja-
val. Az 5. dbra két végallapoti konfiguraciot mutat L = 200-as rendszerméret esetén. Jol
lathato, hogy a J/kT = 0,45 esetben a hémérsékleti fluktuacio miatt kialakulo méagneses
domének sokkal nagyobbak, mint az el6z6 estben szerepld néhéany ,folt”. Ezen keresztiil
is jol értelmezhetd az, hogy az utobbi esetben mar kozelebb vagyunk a kritikus ponthoz,
ezért a mégnesezettség orientaltsiga mar nem annyira egyértelmii, mint az alacsonyabb

hémeérsékleti esetben.
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