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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban az el6z6 beadandoban is vizsgalt kétdimenzios Ising-modellel foglal-
kozom. Korabban a Metropolis-algoritmus segitségével mértem meg kiilonb6z6 csatolasi
értékeknél az egyensilyi magnesezettség értékét, de mar az ehhez sziikséges szamitasok is
elég sok id6t igényeltek, igy az ennél bonyolultak mennyiségek meghatarozasara csak ko-
riillményesen lenne alkalmazhat6. Ezittal a klaszteralgoritmussal dolgozom, amely szami-
tasid6t tekintve a kritikus pont kozelében sokkal hatékonyabb a Metropolis-algoritmusnal,
ezért a rendszer szuszceptibilitasa is kiszamolhato elég jo pontossaggal kiilénb6z6 csatolasi
értékek esetén. A dolgozatban a szuszceptibilitas csatolas- és méretfiiggését vizsgélva, a
renormalasi csoportok elméletébdl kapott Gsszefiiggések segitségével hatdrozom meg a

és a v kritikus exponensek értékét.

1.1. Klaszteralgoritmus hasznilata az Ising-modellhez

Az el6z6 beadandéban a kétdimenzids Ising-modell jellemzéit a Metropolis-algoritmus
hasznalataval mértem meg, most azonban ennek egy tovabbfejlesztését, a klaszteralgorit-
must fogom hasznalni. Az Ising-modell a rendszer magnesességét egy racson elhelyezkedd
s; elemi magneses momentumok segitségével irja le, amelyek kétféle értéket vehetnek fel
(s; € {—1,+1}), és az s vektorral jellemzett konfiguracié energiajat az alabbi képlettel
definialja:

Els] = —JZsisj —HZSZ-. (1)
(:) g

A statisztikus fizika szerint egy adott s konfiguracié el6fordulasi valoszintiségét a Boltzmann-

eloszlés adja meg: p(s) = e ¥l

sl/ksT - Ay Ising-modell allapotain értelmezett barmilyen
mennyiséget tehat ezekkel a valoszintiségekkel kell siilyozni.

Analitikus szamolas helyett a gyakorlatban érdemesebb olyan allapotokat mintavéte-
lezni a konfiguracios térbdl, amelyek az eloszlas csticsa kézelében vannak, olyan relativ gya-
korisdggal, amely aranyos a Boltzmann-eloszlas altal adott valoszintiséggel. A Metropolis-

algoritmus egy erre alkalmas eljarast biztosit, amely sordn az egymas utan mintavételezett
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spinkonfiguraciokat ugy léptetjiik, hogy az egyes momentumokat megfelel valosziniiséggel
egyesével atforditjuk, ez az eljaras azonban éppen az egyenkénti forditgatias miatt nagyon
lasstinak bizonyult komolyabb szamolasok elvégzéséhez. A klaszteralgoritmus ennek az
eljarasnak egy gyorsabb megfelelGje abban a tekintetben, hogy ugyanigy fenntartja a
részletes egyensilyt, de 1épésenként egy spin atforditédsa helyett olyan osszefiiggs klaszte-
reket keres, amelyek atforditasi valoszintsége 1.

A Metropolis-algoritmus azt hasznélta ki, hogy a konfiguracidéenergia csupan szomszéd-
kolesonhatasokbol all, igy egy darab spin atforditasaval az energiavaltozas kiszamithato
az atforditott spin szomszédjaban 1év6 elemi momentumok ismeretébdsl. A klaszteralgo-
ritmus szintén erre tdmaszkodik, azonban itt a klaszterndvelés folyamataban fontos a
szomszédsag szerepe. Mivel az energia csak attol fiigg, hogy az egymassal szomszédos
racspontokon megegyez6 vagy ellentétes iranyu spin all-e, ezért az atforditando klaszter
belsejében 16v6 viszonyok nem valtoztatjak az energiat. Egyediil a klaszter hataran 1évG
kolesonhatasok valtoznak, de ezekrdl is tudjuk, hogy minden hatar menti kdlesénhatés az
ellentétére fordul, igy két egymas utani allapot energiakiilonbsége a klaszter feliilete altal
okozott energiakiilonbséggel lesz aranyos. Ezt felhasznalva, a klasztereket a feliilet mentén
novelve a megfelel§ sztochaszticitas szerint, az atforditasi valésziniiség csupan a klaszter
megtalalasabol fog szarmazni, az atforditas valdszintisége pedig tisztan 1 lesz.

A klaszteralgoritmus konkrét megvalosulasa az alabbi lépésekbdl all:
1. Induljunk ki egy tetszéleges spinkonfiguraciobol!

2. Véletlenszertien valasszunk egy elemi magneses momentumot! Ez lesz az atforditan-

do klaszter kiindul6 allapota.

3. A klaszterrel érintkezs, vele egy irdnyba 4ll6 momentumok mindegyikét csatoljuk a

J 1

klaszterhez p = 1 — =28 valoszintiséggel, ahol 8 = T

4. Az tjonnan hozzaadott spinek klaszteren kiviili szomszédait szintén csatoljuk hozza

a klaszterhez ugyanazzal a p valészintiséggel!
5. Ismételjiik a 4. 1épést addig, amig vannak tjonnan hozzdadott spinek!
6. Forditsuk &t a kapott klaszter spinjeit!

A tapasztalat szerint, ha a kritikus pont kdrnyezetében vagyunk, akkor az atforditott
klaszter nagysaga sokkal nagyobb, mint a Metropolis-algoritmus esetében latott egy darab
momentum, ezért a rendszer sokkal gyorsabban konvergal az egyensily felé. A késGbbi
fejezetekben latni fogjuk, hogy tipikusan mar néhany tucat 1épés utan fixalodott a mért

magnesezettség és szuszceptibilitas értéke.
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1.2. Kritikus pont koriili viselkedés

Ismert, hogy a kétdimenziés Ising-modellben a § = 5. = 0,5 - In (1 + \/5) paraméterva-
lasztas egy mésodrendd fazisatalakulas kritikus pontja, ahol a & korrelacios hossz és a x
szuszceptibilitas is divergal. A kritikushoz kozeli § < (. paraméterek esetén az alabbi

skalazodasi torvények teljesiilnek:

E~(Be—B)" (2)
X~ (Bc - B)_Fy‘ (3)

Ezek a relaciok viszont csak a termodinamikai limeszben érvényesek, viszont ha véges
rendszerben végziink méréseket, akkor ezek csak aszimptotikusan teljesiilnek, vagyis ami-
kor a rendszer L linearis mérete tart a végtelenbe. Véges rendszer esetében egyrészt a
korrelacios hossz sem tud divergalni, masrészt az emiatt megjelens véges méreti fluktua-
ciok a szuszceptibilitas értékeét is csokkentik, igy x is véges lesz.
Ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a renormaléasi csoport médszerrel szamolunk: az
L rendszerméretre is csatolési paraméterként tekintve, felirhatjuk, mi torténik a kritikusra
valé hangolas kozben (vagyis L — oo esetben), és ezaltal megkaphatjuk, hogyan fiiggenek
a mérhet6 mennyiségek a paraméterektdl. Eszerint egy L méretii rendszerben [ paraméter
fliggvényében:
X(B,L) ~ (Be = B)7 - g((B — B)"L™") (4)

ahol g egy olyan, paraméterében analitikus fiiggvény, amely O-ban véges értéket vesz
fel, tehat nagy rendszer esetén visszakapjuk az aszimptotikus viselkedést, de végtelenben
0-hoz tart olyan modon, hogy véges L esetén 3 — f3. esetben sem fog y divergéilni. Belat-
hato az is, hogy véges rendszerben a szuszceptibilitds maximuma el is tolodik valamilyen
Bmax(L) < Be értékhez. Mivel a L™"/7x (B, L) fiiggvény kizarolag a (3. — 3)" L szorzattol
fiigg, és adott L-nél vett maximumhelye ugyanannal a [y, (L)-nél van, mint y-nek, ezért

a maximumhely skalazodasa az alabbi skilazodassal fejezhetd ki:

(ﬁc - ﬁmax([’)) ~ L_l/y' (5)

Ezt visszahelyettesitve a (4) egyenletbe:

Xmax(L) = X(Bumax(L), L) ~ L. (6)

Ezt a két Osszefiiggést fogom hasznalni a 3. fejezetben, a v és v exponensek méréséhez.
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1. abra. baloldal: A magnesezettség értéke az els6 40 1épés soran. kozép: A magnesezettség
abszolutértéke az 500 1épés soran. jobboldal: A blokkolt viltozokon mért magnesezettség
bizonytalansiga a blokkméret fliggvényében.

2. Ising-modell vizsgalata a klaszteralgoritmussal

Az 1.1. leirtak alapjan frtam egy Python-koédot, amely a klaszteralgoritmus segitségével
generél allapotokat kétdimenzios Ising-modell alapjan. Ebben a fejezetben a megirt koddal
végzett szimulacid segitségével vizsgilom a kétdimenzios Ising-modell tulajdonsagait a

kritikus pont kérnyezetében.

2.1. Magnesezettség mérése

Els6 korben ellenérzés gyanant kiprobaltam, hogy a klaszteralgoritmussal is megkaptato-e
az Ising-modell alapjan vart mégnesezettség. Az el6z6 beadandéban is lathattuk, hogy 8 =
0,5 értéknél az m = % >, 5; modon definidlt magnesezettség varhato értéke 0,9113...
Ehhez L = 100 méret rendszerben végeztem N = 500 1épést a klaszteralgoritmussal, és
a kapott eredményt az 1. abran abrazoltam.

Az 1. dbra baloldalan az els6 néhany lépésben mérheté magnesezettséget abrazoltam.
Ezen jol 1lathato, hogy a Metropolis-algoritmusnal latottakkal ellentétben az egymést ko-
vetd allapotok magnesezettségei jelentGsen eltérhetnek, és stirtin valthatjik egymast po-
zitiv és negativ iranyba dominalt allapotok. Az abra kozéps6 paneljén a magnesezett-
ség abszolutértékének alakulasa lathato, ami alapjan megallapithat6, hogy a Metropolis-
algoritmushoz képest sokkal korabban, méar 10-20 lépés utan beall a magnesezettség egy
allandosult érték koré. A 40. 1épés utan meért értékek atlaga (amelyet az dbran a narancs-
sarga vonal jelol) (m) = 0,9118 & 0,0007.

A magnesezettség atlaganak bizonytalansagat az el6z6 beadandéban alkalmazott mod-
szerhez hasonl6an mértem, amelyet az 1. abra baloldali panelje 4brézol: blokkolva az egy-
mast kovets valtozokat, Gjra és tjra kiszamoltam az empirikus bizonytalansidgot, és en-
nek a trendnek a hatarértékét tekintettem a fliggetleniil mért értékek bizonytalansagnak.
Ugyan ez eléggé ingadozott, de a 0,0007 értéket nem jellemzGen lépte at, igy ezt vettem
végiil a bizonytalansdgnak. A kapott eredmény tehat hibahataron beliil megfelel az eg-
zakt értéknek, ami egyrészt megnyugtaté eredmény, masrészt a Metropolis-algoritmushoz

képest sokkal kevesebb szamitas segitségével elértem ugyanazt a pontossagot.
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2. abra. Kiilonb6z6 [ értékek esetén kapott szuszceptibilitasértékek L = 32 méretd rend-
szer esetén. A maximumhely megtalalasiéhoz egy mésodfoki gorbét illesztettem a mérési
pontokra, és ennek csticspontjat tekintettem a valés maximumhelynek. Az illesztési para-
méterek alapjan SBupax = 0,4265 20,0045 és Ymax = 46,4 = 7,0.

2.2. SzuszceptibilitAsmaximum meghatarozasa

Ezutan egy kis méretd rendszerre (L = 32-t hasznalva) kimértem a

X = ((m*) = (ml)?) - L* (7)

moédon definialt szuszceptibilitas értékét kiilonbozs 3 értékek mellett. (m?) és (|m|)? érté-
kek bizonytalansagat az el6z6 fejezetben latott blokkoldsos modszerhez hasonléan szamol-
tam, és ebbdl kaptam x bizonytalansagat a hibaoroklédés szabalyai szerint. Ahogyan a (4)
egyenlet is josolta, ahelyett, hogy a szuszceptibilitas divergalt volna a (. kritikus pontnél,
egy véges maximumhelyet kaptam valamivel (. alatt. A konkrét mérési eredményeket a 2.
abra abrazolja.

A méréshez hasznal (8 értékeket az alabbi szempontok szerint valasztottam:

e 7 kiilonboz§ értéket szamoltam, mert ez még nem keriilt sok szamolasba, de ennyi

adatra mar lehetett észszert illesztést végezni.

e A vizsgalt tartoméanyt ugy allitottam, hogy a kozépsé érték nagyjabol a maximum-
hely kornyékén legyen, a két szélsG helyen kapott szuszceptibilitas pedig essen kiviil a
legnagyobb szuszceptibilitas bizonytalansagan. Erre azért volt sziikség, hogy egyér-

telmi legyen, hogy a maximumbhely beleesik a g paraméterek vizsgalt tartoményéaba.

e Fontos szempont volt, hogy a kapott értékekre illesztett masodfokit gérbe minden

adatpontra essen béven a hibahataron beliilre. Ha ugyanis a maximumbhelyt&l olyan
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magnesezettség

3. dbra. A mért magnesezettségértékek eloszlésa kiillonbozé 3 értékek esetén az L = 162
méret( rendszerben.

tavol lettem volna, ahol a kvadratikus kozelités nem alkalmazhato, akkor az illesztési

paraméterek nem adtidk volna meg jol a maximumhelyet.

Tapasztalat szerint a fenti pontok mindegyikének meg tudtam felelni N = 5000 1épés
futtataséval, raadasul a 3. fejezetben latottak szerint, ez a szdm még nagyobb méretek
esetén is elég jol alkalmazhatd volt, csupan a két legnagyobb rendszerméretnél kellett
valtoztatni.

Az illesztés alapjan a maximumhely (... = 0,4265 £ 0,0045-nél volt, és itt a szusz-
ceptibilitds ymax = 46,4 + 7,0 értéket vett fel.

2.3. A magnesezettség eloszlasa

A 2.2, fejezetben irt eljarast nagyobb rendszerméretek esetén is elvégeztem, ezek eredmeé-
nyeit a 3. fejezetben részletezem. Most azt vizsgalom meg, hogy mi torténik a szuszcep-
tibilitAsmaximumon valo athaladas soran. A rendszer valtozasat a [ paraméter novelése
hatasara jol illusztralja a magnesezettség eloszlasanak alakulasa. Tudjuk, hogy végtelen
nagy rendszerben . alatt a rendszer egyensilyi magnesezettsége 0, mig ef6lott két stabil
egyensilyi dllapot van, amelyek egymas ellentettjei. Hogy véges méreti rendszer esetében
ez hogyan moédosul, és mi torténik § hatésara, azt a 3. abra mutatja.

A részletes vizsgalatot az L = 162 méret(i rendszeren végeztem, mivel itt tobb adatom
volt (N = 8000 lépést hasznaltam), illetve ennél sikeriilt olyan 5 értéknél is szimulaciot
végeznem, ami nagyon kozel volt a maximumhelyhez. A 3. 4bran lathato, hogy 3. alatt,

az elsé harom panelen még egy hatarozottan egy csticsi eloszlast mutatnak a kiilonb6z6
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m értékek, de B novelésével ez kiszélesedik, és az alsd sorban 1évé paneleken méar két csics
jelenik meg. B.x illesztése alapjan a maximumhely ebben az esetben [.. = 0,43771 +
0,00063, ami elég kozel esik a 3. dbra negyedik paneljéhez. Az dbra alapjan tgy tinik,
hogy ebben a pontban méar a két csticsu rész dominal, vagyis a bifurkicié mar megtortént,

de ez még nem olyan hatarozott, mint a kés6ébbi abrékon.

3. Kritikus kitevok mérése

A klaszteralgoritmus miikddését, és az Ising-modell f6 jellemz&inek megismerése utan tobb
kiilonboz6 rendszerméret esetén is megismételtem a 2.2. fejezetben irt vizsgalatot, és az (5)

valamint (6) Osszefiiggések segitségével kiszamoltam a ~y és a v kritikus exponenseket.

3.1. Szimulacidk kiilonbozé méreteknél

A 2.2. fejezetben leirt eljarast a szuszceptibilitds maximumbhelyére kiillonb6z6 L rendszer-
méreteknél is elvégeztem. A szimulaciok konkrét paramétereit az 1. tablazat Osszegzi. A
kivalasztott [ értékek szempontjai megegyeztek a 2.2. fejezetben leirtakkal, ezek az el-
s6 négy esetben kielégithet6k voltak N = 5000 lépéssel, &m az utols6 két esetben méar
olyan nagy lett a bizonytalansag, hogy a kvadratikus kozelités nem tudta hiban beliil
reprodukalni a szimuldcioban latott y — 0 Osszefiiggést. Annak érdekében, hogy az ér-
vényes kozelités tartomanyaban is elegend&en pontos értékeket kapja, a két legnagyobb

rendszerméret esetében méar tébb lépést, N = 8000-t alkalmaztam.

L N | legkisebb 3 | legnagyobb 5 | Apf

32 || 5000 0,4100 0,4400 0,0050
48 || 5000 0,4220 0,4400 0,0030
72 || 5000 0,4285 0,4410 0,0025
108 || 5000 0,4320 0,4410 0,0015
162 || 8000 0,4340 0,4412 0,0012
241 || 8000 0,4364 0,4406 0,0007

1. tablazat. A kiilonbo6z8 rendszerméreteknél futtatott szimulaciok adatai.

3.2. [max méretfiiggése

Minden L esetén illesztéssel meghataroztam a y(f3) kapcsolat maximumhelyét, és ezeket
az L rendszerméret fiiggvényében a 4. abra baloldali paneljén abrazoltam. Mivel az (5)
egyenlet alapjan a (. — Buax(L)) kiilonbség hatvanyfiiggvény szerii skalazodasat vartam,

ezért az adatpontokat logaritmikus skilan &brazoltam, ahol felhasznaltam, hogy [. =
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4. abra. A (8. — Pmax) — L €8 a xmax — L kapcsolat grafikusan abrazolva. A két adatsorra
az (b) és (6) egyenletek alapjan hatvanyfiiggvényeket illesztettem.

0,51n (1 + \/5) Szemre is nagyon szépen latszodik, hogy a kapott pontok egy egyenes
mentén helyezkednek el. Ezekre raillesztettem az A - L~/ alakt hatvanyfiiggvényt, és az

illesztési paraméterekre az alabbi értékeket kaptam:

v=1,054021 (8)

A=037+0,31. (9)

3.3. Ymax Méretfiiggése

Szintén megvizsgaltam a szuszceptibilitasmaximumok fiiggését a rendszermérettsl, amit
a 4. abra jobboldali paneljén abrazoltam, szintén logaritmikus skalan. Az adatpontoknak
a hatvanyfliggvény-szeri Osszefiiggés miatt egyenes-menti elhelyezkedése itt is nagyon jol
latszik, igy erre az adatsorra is jol illeszthetd volt a B - L7/ hatvanyfiiggvény. Az illesztési

paraméterekre eztttal az alabbi értékeket kaptam:

~v/v=1,75+ 0,10 (10)

B = 0,110 + 0,050. (11)

Felhasznalva a (8) eredményt, a v exponensre v = 1,83 £ 0,47 jott ki.

4. Diszkusszio

A kétdimenzios Ising-modellben mértem meg két kritikus exponens értékét a renormélasi
csoportok elméletével nyert szemlélet és képletek segitségével. Az exponensek értékeire v =
1,0540,21, és v = 1,83+0,47 jott ki. Mivel a modell egzaktul is megoldhatd, az eredmény
Osszehasonlithaté a pontos értékekkel. Az irodalmi értékek Vegrake = 1 €S Yograkt = 1,70.

Az altalam kapott eredmény tehat hibahataron beliill megegyezik a pontos eredménnyel,
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bar a mérési bizonytalansdg nalam mindkét esetben elég nagy lett. Ez cstkkenthetd lett
volna hosszabb futtatasokkal, de 6nmagaban is elég j6 eredmény, hogy a 4. abran lathato
adatpontok nemcsak hibahataron beliil, hanem szinte pontosan megegyeznek az elméleti

értékekbdl josolt fiiggvényekkel.
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