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1. Bevezet®

A hagyományos Fourier-transzformá
ióval felbonthatunk egy adott jelet harmonikus kom-

ponensekre, azaz felírhatjuk a jelet cos (ωt) és sin (ωt) alakú függvények összegeként. Ez

azonban 
sak véges tartományon, vagy periodikus jel esetében tehet® meg, és a transzfor-

má
ióval kapott együtthatók az egész tartományra érvényesek. Ez egy rendkívül hasznos,

és elméleti jelent®séggel is bíró matematikai eszköz, ám ha a vizsgálandó jelünk nem

sta
ionárius, akkor nehezen alkalmazható.

A wavelet transzformá
ió a Fourier-transzformá
ió általánosításaként értelmezhet® oly

módon, hogy megengedi a jelben el®forduló frekven
iamódusok id®függését. Ezt úgy tud-

juk megtenni, hogy a transzformá
ió során a bázisfüggvénynek nem egy teljes tartományon

osz
illáló szinusz vagy koszinusz függvényt használunk, hanem egy hullám
somagot (an-

golul waveletet), amely 
sak lokálisan rezeg, és rövid id® alatt le
seng, ezáltal a jel és a

hullám
somag konvolú
iója az adott módus id®függ® jelenlétét fogja jellemezni.

A wavelet transzformá
iót, a Fourier-transzformá
ióhoz hasonlóan, számos helyen al-

kalmazzák az asztro�zikától az elektronikáig; els®dleges funk
iója, hogy változó frekven-


iájú rezgések által keltett jeleket dolgozzanak fel a segítségével. Ugyanakkor, nem 
sak

a tudományos világban kell keresni id®ben változó frekven
iájú jeleket, hiszen az embe-

ri hallás is azon alapszik, hogy a leveg® adott frekven
iájú rezgéseit észleljük fülünkkel.

Ahhoz, hogy az emberi beszédet megértsük, vagy a hallgatott zenét élvezzük, agyunk-

nak folyamatosan fel kell dolgoznia azt, hogy hogyan változik az érzékelt hanghullámok

frekven
iája, vagyis ha agyunk hallásközpontját akarjuk modellezni, akkor is a wavelet

transzformá
iót kell használnunk.

Az alábbi munkában a wavelet transzformá
ió alapvet® m¶ködésével ismerkedünk meg

egy igen egyszer¶ algoritmus segítségével, majd egy hanganyagot elemzünk a használatá-

val, végül pedig megpróbálunk egy saját hangmintát létrehozni az inverz wavelet transz-

formá
ióval.

2. A wavelet transzformá
ió elméleti háttere

A wavelet transzformá
ió olyan bázissal dolgozik, amely hullám
somagokat tartalmaz.

Ezeket a hullám
somagokat általában egy Ψ alapfüggvénnyel lehet de�niálni, amely a 0

körül osz
illál és nagy távolságokban gyorsan le
seng. Pre
ízen, az alapfüggvénynek az

alábbi feltételeket kell kielégítenie:

1. Ψ ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) vagyis Ψ legyen abszolút- és négyzetesen integrálható:

∫

∞

−∞

|Ψ (t)| dt < ∞ és

∫

∞

−∞

|Ψ (t)|2 dt < ∞ (1)
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1. ábra. A Ψ (t) = sin (8t) e−t2/2
képlettel megadott alapfüggvény, amely megfelel a szük-

séges feltételeknek.

2. Legyen 0 átlagú:

∫

∞

−∞

Ψ (t) dt = 0 (2)

3. Legyen 1-re normált:

∫

∞

−∞

|Ψ (t)|2 dt = 1 (3)

4. Általában te
hnikai szempontból hasznos, ha az ala
sony m-ik momentuma 0:

∫

∞

−∞

tmΨ (t) dt = 0 (4)

Egy jó választás például az alábbi hullám
somag (amit a kés®bbiekben is használunk

majd), ahol a közönséges szinusz hullámot a Gauss-függvénnyel súlyozzuk:

Ψ (t) = sin (8t) e−t2/2
(5)

Adott Ψ alapfüggvénnyel a wavelet transzformá
ió az alábbi módon értelmezend®: y (t)

jel transzformáltja:

Y (s, τ) =
1√
s

∫

∞

−∞

Ψ∗

(

t− τ

s

)

y (t) dt (6)

Az inverz transzformá
ió:

y (t) = C

∫

∞

s=−∞

∫

∞

τ=−∞

1
√

|s|
Ψ∗

(

t− τ

s

)

Y (s, τ) dτ
ds

s2
(7)
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ahol C egy konstans érték. A transzformált Y (s, τ) függvény azt adja meg, hogy a jel

t = τ id®pillanatában mennyire jellemz® rá az ω = 2π
s
frekven
iamódus. s jelentése tehát

egy e�ektív periódusid®: minél nagyobb az értéke, az osz
illálás annál lassabb. [1, 2℄

3. Ismerkedés a wavelet transzformá
ió használatával

Az alábbi munka alapjául R. H. Landau könyvének 11. fejezete szolgált [1℄, amelyben a wa-

velet transzformá
ió alapjainak a megismerése mellett hoz egy példaprogramot a wavelet

transzformá
ió implementálására. A könyvben lév® 11.1 kód egész pontosan azt a felada-

tot oldja meg, amelyet a 3.1 alfejezetben vizsgálunk majd, ezért ahhoz, hogy tetsz®leges

jelet feldolgozzunk vele, az algoritmusokat kissé általánosabbá kellett tenni. A wavelet

transzformá
iót és az inverz wavelet transzformá
iót végz® kódrészleteket függvényekbe

rendeztem, amelyek a jelen munka mellé 
satolt munkafüzetek elején, a Függvények rész-

nél megtalálhatók.

Ebben a fejezetben két példán keresztül megismerkedünk ezen algoritmusok haszná-

latával, hogy a kés®bbiekben tényleges alkalmazásokhoz is használhassuk ®ket.

3.1. Példajel elemzése

A könyvben az alábbi jelet használják példaként, amin keresztül bemutatják a wavelet

transzformá
ió alkalmazását:

y (t) =



















sin 2πt ha 0 ≤ t ≤ 2

5 sin 2πt+ 10 sin 4πt ha 2 ≤ t ≤ 8

2, 5 sin 2πt+ 6 sin 4πt+ 10 sin 6πt ha 8 ≤ t ≤ 12

(8)

Els®ként azt ellen®riztük, hogy visszakapjuk-e a könyvben látott eredményeket a wavelet

transzformá
iót használva.

A jel elemzésének kódja a mellékletben 
satolt notebooks/warm-up.ipynb fájl els®

felében található. Két dolgot 
sináltunk: El®ször alkalmaztuk a (6) kifejezésben de�niált

transzformá
iót az y (t) jelre, ebb®l megkaptuk a Y (s, τ) transzformált jelet. Ezután pedig

erre a transzformált jelre alkalmaztuk a (7) inverz transzformá
iót, amib®l az ỹ (t) inverz

transzformált jelet kaptuk meg. A transzformá
ió és az inverz transzformá
ió eredményét

a 3. ábrán ábrázoltuk.

A transzformált jel ábráján jól meg�gyelhet® a három vízszintes nyom, amelyek a rez-

gés három módusához tartozik. Mivel a különböz® módusok különböz® id®pillanatokban

jelennek meg, ezek a vízszintes elszínez®dések is különböz® hosszúságúak.

A wavelet transzformá
ió tulajdonságai alapján, a visszatranszformált jelnek meg kell

egyeznie az eredeti jellel. Ahogy a 3. ábra alsó felén látható, ez nem egészen történt
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2. ábra. A (8) egyenlettel de�niált példajel alakja. Jól látható, hogy a függvény három

szakaszra bontható, ahol a módusok különböz® módon jelennek meg.
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3. ábra. fent: A példajel wavelet transzformáltja. Jól elkülöníthet® a rezgés három sza-

kasza, és az, ahogy a három módus különböz® id®pillanatokban jelennek meg. lent: A

példajel, és a transzformáltjának inverz transzformáltja. A két jel majdnem pontosan fedi

egymást.

5



Asztalos Bogdán 1. projekt Wavelet transzformá
ió

meg. Ennek oka az, hogy az inverz transzformá
ió 
sak folytonos transzformá
ió esetén,

azaz tényleges integrálás esetén lesz valóban az inverz. Mivel itt az integrálás helyett

diszkrét összegzést végeztünk, az eredmény nem pontos, ám szemre megállapítható, hogy

visszatranszformált minta majdnem fedi az eredetit.

3.2. Folytonosan változó frekven
ia

Annak érdekében, hogy ne 
sak az el®bb vizsgált tankönyvi példán keresztül ismerkedjünk

meg a transzformá
ióval, megvizsgáltunk egy másik, szintén elég alapvet® problémát,

amely a notebookswarm-up.ipynb fájl második felében található. A vizsgált jel a

y (t) = sin
(

0.15t2
)

(9)

volt. Ez értelmezhet® úgy is, mint egy változó ω (t) = 0.15t frekven
iájú rezgés. Eszerint,

ha erre alkalmazzuk a wavelet transzformá
iót, akkor a leger®sebb módus τ függvényében

az s (τ) ∼ ω−1 (τ) ∼ τ−1
szerint fog változni.

Az elvégzett munka ebben az esetben is az y (t) jel transzformálása és visszatranszfor-

málása volt. Ennek eredménye az 5. ábrán látható.

A transzformált jel s− τ síkján megjelöltük egy zöld görbével a s ∼ τ−1
kap
solatot.

Mivel a (9) képlet alapján ilyen az elmélet összefüggés s és τ között, ezért azt várnánk,

hogy a mérvadó módusok ezen görbe közelében helyezkednek el. Ez valamilyen szinten

igaz is, hiszen a görbe vonulata nagyjából meg�gyelhet® a transzformált jelben is, de a

spektrum nagy s-ek esetén jelent®sen szétken®dött, így nem jelenik meg annyira pontosan

az e�ektus, amire számíthattunk.

Az jel visszatranszformálásánál hasonló jelenséget tapasztalhatunk, mint az el®z® eset-

ben: a visszatranszformált jel ugyan karakterisztikájában nagyban hasonlít az eredetihez,

de némi eltérés van. Ez az eltérés a jel elején és végén a legnagyobb, ami arra utal,

hogy a határoktól messze a wavelet transzformá
ió elég jól közelíti az elméleti eredményt.

Mivel ezekben a példákban meglehet®sen kevés pontban mintavételeztünk (mind s-b®l,

mind τ -ból, mind t-b®l 101−2
nagyságrend¶ adatunk van), ezért a "határokhoz közel es®

tartomány" is relatíve nagy a teljes méretükhöz képest. Feltételezhetjük, hogy nagyobb

adatoknál (104−5
mintavételezés mellett) már a jel nagy részében az elméleti értékhez igen

közel es® eredményt kapnánk.

3.3. Tanulságok az ismerkedés alapján

Azt tapasztaltuk, hogy eredményeink bár a várt eredményekhez hasonló jelleg¶ek, elég

nagy az eltérés azokhoz képest. Mivel a kód, amit használunk a lehet®ségekhez képesti

legegyszer¶bb, ezért nem is várható el, hogy mindent pontosan visszaadjon, de tekintettel

arra, hogy ebben a munkában nem a wavelet transzformá
ió minél pontosabb alkalma-
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4. ábra. A (9) egyenlettel de�niált, folytonosan változó frekven
iájú jel függvényalakja.

Mivel a frekven
ia id®ben n®, ezért a hullámok is egyre s¶r¶södnek.
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5. ábra. fent: Az id®ben változó frekven
iájú jel wavelet transzformáltja. Bár a domináns

módusokra elég jól illik egy s ∼ τ−1
görbe, a jelenlév® frekven
iák egyáltalán nem 
sak a

várt görbe környékén vannak. lent: Az id®ben változó frekven
iájú jel, és transzformáltjá-

nak visszatranszformáltja. Bár a két jel itt is majdnem teljesen fedi egymást, a jel elején

és végén jelent®s az eltérés.
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zása a 
él, hanem a m¶ködésének és használatának megismerése, nem is fogunk mély

elemzésekbe bonyolódni. A továbbiakban f®ként kvantitatív vizsgálatokat fogunk végez-

ni, és ezeken keresztül igyekszünk minél jobban megérteni a wavelet transzformá
iót (és

ennek a konkrét implementá
iónak) a m¶ködését.

4. D-dúr kánon szolmizálása

Johann Pa
helbel, német barokk zeneszerz® leghíresebb m¶ve a D-dúr kánon. F® jelleg-

zetessége, hogy kánon alapdallama igen egyszer¶, alapvet® hangközök kombiná
iója és

ismételgetése. Ebben a fejezetben a darab els® motívumáról készült hangfelvételt fogjuk

elemezni. [3℄ Ez egy kb. 4,4 s-ig tartó részlet, amely az eredeti fájlban másodper
enkénti

44100 mintavételezéssel volt rögzítve. Annak érdekében, hogy a transzformá
iót gyorsan

el tudjuk végezni, a mintavételezést le
sökkentettem 3675Hz-re (ez ugyan azt is jelenti,

hogy a magas frekven
iájú módusokat nem fogjuk tudni kimérni a mintavételi törvény

miatt, de ahogy látni fogjuk így is elég informá
ióhoz juthatunk majd).

A minta transzformálása a 
satolt notebooks/
anon.ipynb fájlban található, a transz-

formált spektrumot pedig a 6. ábra ábrázolja. Látható, hogy a spektrumban kiemelked®

tartományok vannak, amelyek szabályos id®közönként váltják egymást. Mivel a darabban

egyenl® id®közönként váltják egymást a hangok, pontosan ezt is vártuk.

Részletesebb elemzéshez, nézzük meg minden τ esetében, hogy melyik frekven
iamó-

dus a legintenzívebb, ezeket a 7. ábrán fekete vonallal jelöltem meg. Ugyan a kapott min-

tázat meglehet®sen zajos, de a háttér színezéséb®l, és az egymáshoz közel lév® vonalkákból

kikövetkeztethet®, hogy a spektrumnak melyek azok a tartományai, amelyek ténylegesen

megszólaló hanghoz tartoznak. Mivel a második ütemben megszólaló els® hang és a fel-

hangjai olyan er®sek, hogy elnyomja a többit, ezért az utolsó két hang nem azonosítható

egyértelm¶en, de a dallam els® hat hangja így is megtalálható. Ha két hang frekven
iáját

összehasonlítjuk, akkor közöttük a zenei lépések száma a temperált hangskála alapján [4℄:

∆N = log
21/12

(

s1

s2

)

(10)

Ez alapján a megtalált hangok frekven
iáiból (illetve s-értékeib®l) kiszámítottuk az els®

hangtól való távolságukat, amit az 1. táblázat tartalmaz.

Bár láttuk, hogy a transzformá
iót végz® algoritmus elég kezdetleges, mégis meg tud-

tuk vele határozni egy zenedarab elejének szolmizá
iós hangjait. Ennek jelent®sége nem


supán elméleti, hiszen pontosan ilyen elven m¶ködnek az elektronikus hangolók, a hang

utáni kottázó programok és egyéb zenefeldolgozással kap
solatos szoftverek.
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7. ábra. A D-dúr kánon spektrumának elemzése. A fekete vonalak az adott τ -hoz tartozó

legintenzívebb módust jelölik, a sárga sávok pedig ez alapján a dallamhangokat emelik ki.
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n s [10−2 s] ∆N hang

1 8,688 0 do

1

2 5,799 7 so

1

3 4,345 12 do

2

4 3,448 16 mi

2

5 11,60 -5 so

0

6 7,740 2 re

0

1. táblázat. A megtalált hangok s értékei, és ezek alapján zenei távolságuk az els® hangtól.

A zenei távolságot átkonvertálva szolmizá
iós hanggá, megkaphatjuk a zenedarab szolmi-

zá
ióját.

5. Dallam készítése spektrum alapján

Az el®z® fejezetben egy dallam jelének transzformálásából nyertük ki a szolmizá
ióját,

most ennek a fordítottja a 
élunk: készítsük el a �dó-mi, dó-mi, szó, szó� dallam felvételét!

A feladat kivitelezése a 
satolt notebooks/inverse.ipynb fájlban található. Els® lé-

pésben elkészítjük a spektrumot, ami a 8. ábrán látható. Ennek elkészítése úgy történt,

hogy s felbontását úgy készítettem, hogy az egymást követ® értékek egymás 21/12-szeresei

legyenek, vagyis zeneileg egymást követ® hangok. Ezután kiválasztottam egy alaphangot,

és egyszer¶en minden τ -ra értéket adtam ahhoz az s-hez tartozó 
ellához, amelyik az

éppen megszólaló hangnak felel meg.

Erre a mintára alkalmaztam az inverz wavelet transzformá
iót. Az eredményt a 9. ábra

ábrázolja.

Ha az inverz transzformá
ió eredményét kimentjük hangfájlba, és lejátsszuk (a 
satolt

files/melody.wav fájl), akkor hallhatjuk, hogy elég fur
sa dallamot kaptunk. Ugyan

felismerhet® a jellegzetes �dó-mi, dó-mi, szó, szó� dalo
ska, de ahelyett, hogy egyenletes

hangot hallanánk, az adott hangot lüktetve halljuk (éles fül¶ek még azt is megszámol-

hatják, hogy egy hang négy lüktetés idejéig tart). Ha megnézzük a 9. ábra alsó részén

kinagyított részletet, láthatjuk, hogy a dallam valóban egymás utáni hullám
somagokból

áll.

Ennek magyarázata az, hogy kiinduló spektrum id®felbontása 32 darabból áll, vagyis

egy hang 4 id®egységig tart. Amikor erre alkalmazzuk az inverz transzformá
iót, akkor a

konvolú
ió során az alapfüggvény négy jól elkülöníthet® id®darabban találkozik az adott

módussal, aminek az lesz az következménye, hogy a kitranszformált jelben (amelynek

id®felbontása sokkal nagyobb), maga az alapfüggvény fog megjelenni, négy egymástól

jól elkülöníthet® id®pontban. Mivel azonban annyira nin
senek messze egymástól ezek a

hullám
somagok, ezért a fájl meghallgatása közben érzékeljük, hogy mekkora frekven
iá-

val szól a hang, ezáltal a dallamot is felismerjük, de nem egy egyenletes hangot, hanem

lüktetést hallunk.
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8. ábra. A �dó-mi, dó-mi, szó, szó� dallam elkészített spektruma.
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9. ábra. Az elkészített �dó-mi, dó-mi, szó, szó� dallam jele. fent: A kapott jel az inverz

transzformá
ió után. lent: A minta els® 0,6 s-a. Látható, hogy folytonos osz
illálás helyett

négy hullám
somag jelent meg.
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A megoldást a problémára az jelentené, ha az eredeti spektrumot nagyobb id®felbon-

tással készítettük volna el, ezáltal az egymás melletti hullám
somagok nem lennének elkü-

lönülve, hanem összefolynának, s®t kell®en nagy felbontás esetén egy nagyjából egyenletes

jellé állnának össze. Jelen esetben ezt azért nem alkalmaztuk, mert a használt algoritmus

meglehet®sen id®igényes, így a lehetséges legkisebb, értelmezhet® eredményt adó felbon-

tást kerestük.

6. Összegzés

A dolgozatban a lehet® legegyszer¶bben implementált, de alapvet® vizsgálatokra mégis

alkalmas wavelet transzformá
iót végz® algoritmus használatával ismerkedtünk. Láttuk,

hogy a jelek oda- és visszatranszformálása meglehet®sen torzítják az informá
iót a diszk-

rét integrálás és az ala
sony felbontás miatt, de még így is alkalmas a vizsgált minta

egy-egy kvalitatív tulajdonságának vizsgálatára. Ezen kívül kipróbáltuk, hogyan lehet a

wavelet transzformá
ióval illetve az inverz wavelet transzformá
ióval hangfájlokat készí-

teni, vagy zeneileg elemezni. Bár a kód egyszer¶ségéb®l fakadóan ezekben az esetekben is


sak kezdetleges feladatokat végeztünk el, de bonyolultabb programok elvének az alapja-

ival ismerkedtünk meg.
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