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1. Bevezetd

A hagyomanyos Fourier-transzforméacioval felbonthatunk egy adott jelet harmonikus kom-
ponensekre, azaz felirhatjuk a jelet cos (wt) és sin (wt) alaku fiiggvények osszegeként. Ez
azonban csak véges tartoméanyon, vagy periodikus jel esetében tehets meg, és a transzfor-
méacioval kapott egyilitthatok az egész tartoményra érvényesek. Ez egy rendkiviil hasznos,
és elméleti jelent&séggel is bird matematikai eszkdz, am ha a vizsgiland6 jeliink nem
stacionarius, akkor nehezen alkalmazhato.

A wavelet transzformacié a Fourier-transzformacio6 altalanositasaként értelmezhets oly
modon, hogy megengedi a jelben el6fordulé frekvenciamodusok idéfiiggését. Ezt tgy tud-
juk megtenni, hogy a transzformécioé soran a bazisfiiggvénynek nem egy teljes tartomanyon
oszcillalo szinusz vagy koszinusz fiiggvényt hasznalunk, hanem egy hullamcsomagot (an-
golul waveletet), amely csak lokalisan rezeg, és rovid id6 alatt lecseng, ezaltal a jel és a
hullamcsomag konvolicidja az adott modus id6fiigegd jelenlétét fogja jellemezni.

A wavelet transzforméciot, a Fourier-transzformaciohoz hasonléan, szamos helyen al-
kalmazzak az asztrofizikatol az elektronikaig; elsGdleges funkcioja, hogy valtozé frekven-
ciaju rezgések altal keltett jeleket dolgozzanak fel a segitségével. Ugyanakkor, nem csak
ri hallas is azon alapszik, hogy a levegs adott frekvenciaju rezgéseit észleljiik fiiliinkkel.
Ahhoz, hogy az emberi beszédet megértsiik, vagy a hallgatott zenét élvezziik, agyunk-
nak folyamatosan fel kell dolgoznia azt, hogy hogyan valtozik az érzékelt hanghullamok
frekvenciaja, vagyis ha agyunk hallaskozpontjat akarjuk modellezni, akkor is a wavelet
transzforméaciot kell hasznalnunk.

Az alabbi munkaban a wavelet transzforméacié alapvetd miikodésével ismerkediink meg
egy igen egyszerii algoritmus segitségével, majd egy hanganyagot elemziink a hasznalata-
val, végiil pedig megprobalunk egy sajat hangmintat létrehozni az inverz wavelet transz-

formacioval.

2. A wavelet transzformacioé elméleti hattere

A wavelet transzformécié olyan béazissal dolgozik, amely hulldimcsomagokat tartalmaz.
Ezeket a hullimcsomagokat altalaban egy U alapfiiggvénnyel lehet definidlni, amely a 0
koriil oszcilldl és nagy tavolsagokban gyorsan lecseng. Precizen, az alapfiiggvénynek az
alabbi feltételeket kell kielégitenie:

1. U e L' (R)N L% (R) vagyis ¥ legyen abszolit- és négyzetesen integralhato:

/OO U ()| dt < 0o és /oo 1T ()]*dt < oo (1)

[e.e] —00
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1. dbra. A W (t) = sin (8t) e /2 képlettel megadott alapfiiggvény, amely megfelel a sziik-
séges feltételeknek.

2. Legyen 0 atlagu:

/OO\If(t)dt:() (2)

[e.e]

3. Legyen 1-re normalt:

/ T =1 3)

—00

4. Altalaban technikai szempontbol hasznos, ha az alacsony m-ik momentuma 0:

/ T () dt = 0 (4)

(e}

Egy jo valasztas példaul az alabbi hullaimcsomag (amit a késGbbiekben is hasznalunk

majd), ahol a kdzonséges szinusz hullamot a Gauss-fiiggvénnyel stlyozzuk:

U (t) = sin (8t) e /2 (5)

Adott ¥ alapfiiggvénnyel a wavelet transzformacio az alabbi modon értelmezendd: y ()

jel transzformaltja:
t—T

Y(S,T):%/:\P*< . )y(t)dt (6)

Az inverz transzformacio:

Y () = C/:oo /:Ooo \/1|?|\D (t - T) Y (s,7) dfg (7)
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ahol C egy konstans érték. A transzformélt Y (s,7) fiiggvény azt adja meg, hogy a jel
t = 1 id6pillanataban mennyire jellemzé ré az w = 2?” frekvenciamodus. s jelentése tehat

egy effektiv periodusidé: minél nagyobb az értéke, az oszcillalas anndl lassabb. [1, 2]

3. Ismerkedés a wavelet transzformacidé hasznalataval

Az alabbi munka alapjaul R. H. Landau konyvének 11. fejezete szolgalt [1], amelyben a wa-
velet transzformacié alapjainak a megismerése mellett hoz egy példaprogramot a wavelet
transzforméacio implementalasara. A konyvben 1évé 11.1 kod egész pontosan azt a felada-
tot oldja meg, amelyet a 3.1 alfejezetben vizsgalunk majd, ezért ahhoz, hogy tetszéleges
jelet feldolgozzunk vele, az algoritmusokat kissé altaldnosabbéa kellett tenni. A wavelet
transzforméaciot és az inverz wavelet transzformaciot végzé kodrészleteket fiiggvényekbe
rendeztem, amelyek a jelen munka mellé csatolt munkafiizetek elején, a Fiiggvények rész-
nél megtaldlhatok.

Ebben a fejezetben két példan keresztiil megismerkediink ezen algoritmusok hasznéa-

lataval, hogy a késGbbiekben tényleges alkalmazasokhoz is hasznalhassuk Gket.

3.1. Példajel elemzése

A konyvben az aldbbi jelet hasznaljak példaként, amin keresztiill bemutatjak a wavelet

transzformacio alkalmazasat:

sin 27t ha 0<t<2
y(t) = q 5sin 27t + 10sin 47t ha 2<t<8 (8)
2,5sin 27wt 4+ 6sindnt + 10sin6nt ha 8 <t <12

Els6ként azt ellendriztiik, hogy visszakapjuk-e a konyvben latott eredményeket a wavelet
transzformaciot hasznalva.

A jel elemzésének kodja a mellékletben csatolt notebooks/warm-up.ipynb fajl els6
felében talalhato. Két dolgot csinaltunk: Elgszor alkalmaztuk a (6) kifejezésben definialt
transzforméaciot az y (t) jelre, ebbsl megkaptuk a Y (s, 7) transzformalt jelet. Ezutan pedig
erre a transzformalt jelre alkalmaztuk a (7) inverz transzforméciot, amibél az g (t) inverz
transzformalt jelet kaptuk meg. A transzformacio és az inverz transzforméacio eredményét
a 3. abran abréazoltuk.

A transzformélt jel abrajan jol megfigyelhets a harom vizszintes nyom, amelyek a rez-
gés harom modusahoz tartozik. Mivel a kiilonb6z6 modusok kiilénb6zd idépillanatokban
jelennek meg, ezek a vizszintes elszinezGdések is kiilonb6z6 hossziusaguak.

A wavelet transzformacioé tulajdonsagai alapjan, a visszatranszformalt jelnek meg kell

egyeznie az eredeti jellel. Ahogy a 3. dbra alsd felén lathatd, ez nem egészen tortént
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2. abra. A (8) egyenlettel definialt példajel alakja. Jol lathato, hogy a fiiggvény harom
szakaszra bonthato, ahol a modusok kiilonb6z6 modon jelennek meg.
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3. dbra. fent: A példajel wavelet transzformaltja. Jol elkiilonithets a rezgés harom sza-
kasza, és az, ahogy a harom moédus kiilonboz6 idGpillanatokban jelennek meg. [ent: A
példajel, és a transzforméltjanak inverz transzformaltja. A két jel majdnem pontosan fedi
egymast.



Asztalos Bogdan 1. projekt Wavelet transzforméacio

meg. Ennek oka az, hogy az inverz transzforméaci6 csak folytonos transzformacié esetén,
azaz tényleges integralas esetén lesz valoban az inverz. Mivel itt az integralas helyett
diszkrét Osszegzést végeztiink, az eredmény nem pontos, &m szemre megéllapithato, hogy

visszatranszformalt minta majdnem fedi az eredetit.

3.2. Folytonosan valtozo6 frekvencia

Annak érdekében, hogy ne csak az el6bb vizsgalt tankonyvi példan keresztiil ismerkedjiink
meg a transzformécioval, megvizsgaltunk egy masik, szintén elég alapvetd problémét,

amely a notebookswarm-up.ipynb fajl masodik felében taldlhato. A vizsgélt jel a
y (t) = sin (0.15¢%) (9)

volt. Ez értelmezhetd tgy is, mint egy valtozo w (t) = 0.15¢ frekvenciaju rezgés. Eszerint,
ha erre alkalmazzuk a wavelet transzforméaciot, akkor a legerdsebb modus 7 fiiggvényében

! szerint fog véltozni.

az s (1) ~w™ (1) ~ 77

Az elvégzett munka ebben az esetben is az y (t) jel transzformélésa és visszatranszfor-
malasa volt. Ennek eredménye az 5. abran lathato.

A transzformalt jel s — 7 sikjan megjeldltiik egy zold gérbével a s ~ 771 kapcsolatot.
Mivel a (9) képlet alapjan ilyen az elmélet Gsszefiiggés s és 7 kozott, ezért azt varnank,
hogy a mérvadé modusok ezen goérbe kozelében helyezkednek el. Ez valamilyen szinten
igaz is, hiszen a gorbe vonulata nagyjabol megfigyelhets a transzformélt jelben is, de a
spektrum nagy s-ek esetén jelentGsen szétkenddott, igy nem jelenik meg annyira pontosan
az effektus, amire szamithattunk.

Az jel visszatranszformalasanal hasonlo jelenséget tapasztalhatunk, mint az el6z6 eset-
ben: a visszatranszformalt jel ugyan karakterisztikajaban nagyban hasonlit az eredetihez,
de némi eltérés van. Ez az eltérés a jel elején és végén a legnagyobb, ami arra utal,
hogy a hataroktol messze a wavelet transzformacio elég jol kozeliti az elméleti eredményt.
Mivel ezekben a példakban meglehetGsen kevés pontban mintavételeztiink (mind s-bél,
mind 7-bol, mind ¢-bsl 10172 nagysagrendii adatunk van), ezért a "hatérokhoz kozel es6
tartomany" is relative nagy a teljes méretiikhoz képest. Feltételezhetjiik, hogy nagyobb
adatoknal (10*~° mintavételezés mellett) mér a jel nagy részében az elméleti értékhez igen

kozel es§ eredményt kapnank.

3.3. Tanulsagok az ismerkedés alapjan

Azt tapasztaltuk, hogy eredményeink bar a vart eredményekhez hasonlo jellegiiek, elég
nagy az eltérés azokhoz képest. Mivel a kod, amit haszndlunk a lehet&ségekhez képesti
legegyszeriibb, ezért nem is varhato el, hogy mindent pontosan visszaadjon, de tekintettel

arra, hogy ebben a munkaban nem a wavelet transzformécié minél pontosabb alkalma-
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nak visszatranszformaltja. Bar a két jel itt is majdnem teljesen fedi egymést, a jel elején
és végén jelentGs az eltérés.
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zasa a cél, hanem a mikddésének és hasznalatanak megismerése, nem is fogunk mély
elemzésekbe bonyolddni. A tovabbiakban féként kvantitativ vizsgalatokat fogunk végez-
ni, és ezeken keresztiil igyeksziink minél jobban megérteni a wavelet transzformaciot (és

ennek a konkrét implementéacionak) a mikodését.

4. D-duar kanon szolmizalasa

Johann Pachelbel, német barokk zeneszerzé leghiresebb mive a D-diar kanon. F§ jelleg-
zetessége, hogy kanon alapdallama igen egyszert, alapvetd hangkozok kombinacidja és
ismételgetése. Ebben a fejezetben a darab els§ motivumarol késziilt hangfelvételt fogjuk
elemezni. [3] Ez egy kb. 4,4s-ig tarto részlet, amely az eredeti fajlban méasodpercenkénti
44100 mintavételezéssel volt rogzitve. Annak érdekében, hogy a transzformaciot gyorsan
el tudjuk végezni, a mintavételezést lecsokkentettem 3675 Hz-re (ez ugyan azt is jelenti,
hogy a magas frekvencidji modusokat nem fogjuk tudni kimérni a mintavételi torvény
miatt, de ahogy latni fogjuk igy is elég informéaciohoz juthatunk majd).

A minta transzformaléasa a csatolt notebooks/canon. ipynb fajlban talalhato, a transz-
formalt spektrumot pedig a 6. 4bra dbrazolja. Lathato, hogy a spektrumban kiemelkeds
tartoméanyok vannak, amelyek szabélyos id6kozonként valtjak egymaést. Mivel a darabban
egyenld id6kozonként valtjak egymast a hangok, pontosan ezt is vartuk.

Részletesebb elemzéshez, nézziik meg minden 7 esetében, hogy melyik frekvenciamo-
dus a legintenzivebb, ezeket a 7. 4bran fekete vonallal jel6ltem meg. Ugyan a kapott min-
tazat meglehetGsen zajos, de a hattér szinezésébdl, és az egymashoz kozel 16v6 vonalkakbol
kikovetkeztethets, hogy a spektrumnak melyek azok a tartomanyai, amelyek ténylegesen
megsz6laldé hanghoz tartoznak. Mivel a masodik {itemben megszo6lal6 elsé hang és a fel-
hangjai olyan erdsek, hogy elnyomja a tobbit, ezért az utolsé két hang nem azonosithato
egyértelmiien, de a dallam els§ hat hangja igy is megtalédlhato. Ha két hang frekvenciajat

osszehasonlitjuk, akkor kozottiik a zenei 1épések szama a temperalt hangskala alapjan [4]:

AN = togye () (10)

S2

Ez alapjan a megtalalt hangok frekvenciaibol (illetve s-értékeibdl) kiszamitottuk az elsd
hangtol valo tavolsagukat, amit az 1. tablazat tartalmaz.

Bar lattuk, hogy a transzforméciot végzd algoritmus elég kezdetleges, mégis meg tud-

tuk vele hatarozni egy zenedarab elejének szolmizacios hangjait. Ennek jelentGsége nem

csupan elméleti, hiszen pontosan ilyen elven miikédnek az elektronikus hangolok, a hang

utani kottazo programok és egyéb zenefeldolgozassal kapcsolatos szoftverek.
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7. abra. A D-dur kdnon spektruméanak elemzése. A fekete vonalak az adott 7-hoz tartozo
legintenzivebb médust jelolik, a sarga savok pedig ez alapjan a dallamhangokat emelik ki.
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s [107%s] | AN | hang
8688 | 0 | do!
5,799 7 so!
4345 | 12 | do?
3448 | 16 | mi2
11,60 -5 | so?
7,740 2 re’

DO |W N =3

1. tablazat. A megtalalt hangok s értékei, és ezek alapjan zenei tavolsaguk az els6 hangtol.
A zenei tavolsagot atkonvertalva szolmizacios hangga, megkaphatjuk a zenedarab szolmi-

sz 2z

5. Dallam készitése spektrum alapjan

Az el6z6 fejezetben egy dallam jelének transzforméalasabol nyertiik ki a szolmizaciojat,
most ennek a forditottja a célunk: készitsiik el a ,,}d6-mi, do-mi, sz6, sz6” dallam felvételét!

A feladat kivitelezése a csatolt notebooks/inverse.ipynb fajlban taldlhato. ElsG lé-
pésben elkészitjiik a spektrumot, ami a 8. 4bran lathato. Ennek elkészitése ugy tortént,
hogy s felbontasat tgy készitettem, hogy az egymast kovets értékek egymas 2'/2-szeresei
legyenek, vagyis zeneileg egymast kdveté hangok. Ezutan kivalasztottam egy alaphangot,
és egyszertien minden 7-ra értéket adtam ahhoz az s-hez tartozo cellahoz, amelyik az
éppen megszolalo hangnak felel meg.

Erre a mintara alkalmaztam az inverz wavelet transzformaciot. Az eredményt a 9. abra
abrazolja.

Ha az inverz transzformécié eredményét kimentjiik hangfajlba, és lejatsszuk (a csatolt
files/melody.wav fajl), akkor hallhatjuk, hogy elég furcsa dallamot kaptunk. Ugyan
felismerhetd a jellegzetes ,d6-mi, do-mi, sz6, szd” dalocska, de ahelyett, hogy egyenletes
hangot hallanénk, az adott hangot liiktetve halljuk (éles fiiliek még azt is megszamol-
hatjak, hogy egy hang négy liiktetés idejéig tart). Ha megnézziik a 9. abra also részén
kinagyitott részletet, lathatjuk, hogy a dallam valoban egymas utani hullimcsomagokbol
all.

Ennek magyarizata az, hogy kiindul6 spektrum idéfelbontasa 32 darabbol 4ll, vagyis
egy hang 4 idGegységig tart. Amikor erre alkalmazzuk az inverz transzforméciot, akkor a
konvolici6 soran az alapfiiggvény négy jol elkiilonitheté idédarabban taldlkozik az adott
modussal, aminek az lesz az kiovetkezménye, hogy a kitranszformalt jelben (amelynek
idsfelbontasa sokkal nagyobb), maga az alapfiiggvény fog megjelenni, négy egymastol
jol elkiilonithets idépontban. Mivel azonban annyira nincsenek messze egymastol ezek a
hullamcsomagok, ezért a fajl meghallgatasa kdzben érzékeljiik, hogy mekkora frekvencia-
val szol a hang, ezéltal a dallamot is felismerjiik, de nem egy egyenletes hangot, hanem
liikktetést hallunk.

10
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8. abra. A ,d6-mi, do-mi, sz0, sz6” dallam elkészitett spektruma.
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9. abra. Az elkészitett ,d6-mi, d6-mi, sz0, szd” dallam jele. fent: A kapott jel az inverz

transzforméacio utén. lent: A minta elsé 0,6 s-a. Lathato, hogy folytonos oszcillalas helyett
négy hullaimcsomag jelent meg.

11
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A megoldast a problémara az jelentené, ha az eredeti spektrumot nagyobb id&éfelbon-
tassal készitettiik volna el, ezaltal az egymés melletti hullimcsomagok nem lennének elkii-
16niilve, hanem Gsszefolynanak, s6t kellGen nagy felbontas esetén egy nagyjabol egyenletes
jellé allnanak &ssze. Jelen esetben ezt azért nem alkalmaztuk, mert a hasznalt algoritmus
meglehetGsen idGigényes, igy a lehetséges legkisebb, értelmezhet eredményt ado felbon-

tast kerestiik.

6. Osszegzés

A dolgozatban a lehet§ legegyszeriibben implementalt, de alapvets vizsgalatokra mégis
alkalmas wavelet transzformaciot végz6 algoritmus hasznalataval ismerkedtiink. Lattuk,
hogy a jelek oda- és visszatranszformalasa meglehetGsen torzitjak az informéciot a diszk-
rét integralds és az alacsony felbontds miatt, de még igy is alkalmas a vizsgalt minta
egy-egy kvalitativ tulajdonsidgénak vizsgalatara. Ezen kiviil kiprobaltuk, hogyan lehet a
wavelet transzformacioval illetve az inverz wavelet transzformacioval hangfijlokat készi-
teni, vagy zeneileg elemezni. Bar a kod egyszertiségébdl fakadoan ezekben az esetekben is
csak kezdetleges feladatokat végeztiink el, de bonyolultabb programok elvének az alapja-

ival ismerkedtiink meg.
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