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1. Bevezetd, motivacio

A hévezetés problémaja egy elméletben megoldott probléma: szilard testekben a hémér-
séklet pontrol pontra valtozhat, &m a termodinamika II. fGtétele értelmében a rendszer
a maximalis entropiaval rendelkezé allapotra torekszik, igy — kiils6 hatas hidnyaban — a
hémérséklet kiegyenlitGdésére torekszik. Ennek részeként, a testben héaram indul el, ami
a magasabb hémérsékletii helyekrdl az alacsonyabb hémérsékletd pontokba széllitja a hé-
energiat. A haramot tanulmanyozva, kiilonbozs Osszefiiggések irhatok fel az energia és a
hémérséklet viszonyara, végeredményben pedig megkaphatjuk a hédramlést teljesen leird
differencialegyenletet (lasd, (3) egyenlet).

A héaramlés alapegyenlete egy masodrendii parcialis differencialegyenlet a h6mérséklet-
mezdre, amelynek bizonyos feltételek mellett bizonyitottan létezik megoldasa, de ennek
megtalalasa méar bonyolult feladat, f6leg altalanos geometriai elrendezés esetén. Ugyan
egy parcialis differencidlegyenlet diszkretizaladssal megoldhato, de a kiilonb6z6 alakt testek
esetén kiilonboz6 paraméterezés és kiilonbo6z6 hatarfeltételek fordulhatnak el, amelyek
megfelel kezelése minden esetben egy kiilon feladat.

Ebben a dolgozatban az [1] forrasban bemutatott modszerbdl indulunk ki, amely el6-
szor véges differencidkkal kozeliti a parcilis derivaltakat és igy old meg egy egydimenzios
problémat. Az itt felvazolt problémakban szintén a véges differencia modszerét fogjuk
hasznalni, de olyan esetekben, amelyek gombi geometridval rendelkeznek, igy leirasukra a
gombi polarkoordinatak lesznek a legalkalmasabbak.

A fizikdban a derékszogl geometriai feltételek mellett gombi rendszereket vizsgalnak
leggyakrabban, igy természetesen adodik a kérdés, hogy hogyan kell egy ilyen rendszerben
kezelni az adott problémét. Bar gémbi geometridval rendelkezd rendszerben egy linearis
parcialis differencidlegyenlet meg lehet oldani analitikusan is, ha a gémbfiiggvények ba-
zisan fejezziik ki az érintett mezGket, de az eredmény altalaban ilyenkor egy komplex
fiiggvényekbdl allo végtelen sorosszeg, amelyek sokkal kevésbé szemléletesek, mint egy

szamitogépes kozelitéssel talalhato konkrét megoldas.

2. Elméleti megalapozas

2.1. A hdévezetés alapegyenlete
Az energiamegmaradas alapjan a hGaramra felirhatunk egy mérlegegyenletet:

8wQ ..
W -+ leJQ = SQ (1)
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ahol wg a termikus energiasiriiség: wg = ocT’, jo pedig a hédramstirtiség. A Fourier-

torvény alapjan, a hGaramsiirtiség aranyos a hémérséklet-mez6 gradiensével, vagyis:
Jo=—AgradT (2)

Ezeket beirva a mérlegegyenletbe, egy differencidlegyenletet kapunk a hémeérséklet-mezére:

oT
— —AAT =5 3
e, Q (3)
ahol a hdmérséklet 7' (7, t) egy helytdl és id6tol fiiggs skalarmezd. Fejezziink ki mindent
gombi koordindtakkal, vagyis ekkor a hGmérséklet helyfiiggését a harom gémbi koordinata
fiiggvénye: T (r, 9, ¢, t), a Laplace-operator pedig egy sokkal hosszabb kifejezéssé valtozik.
Mivel a késébbiekben nem foglalkozunk olyan probléméakkal, ahol a rendszerben belsd

forrastag van, So-tol eltekintiink. Igy az alabbi egyenletet kapjuk:

0cdT T 20T 1 oar 1 PT 1 T

eeol UL 20 1 ey L . : 4
A Ot 8r2+r0r+r2 8 819+sin19 8192+sin219 Op? (4)

2.2. Diszkretizacié és véges differenciak

Hogy a hémérséklet-mezét szamitogéppel is eltarolhassuk, a teret fel kell bontanunk véges
mennyiségli pont halmazéra, gy, hogy minden koordinatat egyenld részekre osztunk, igy

a hémérsékletmezs végiil egy 4-indexes tomb lesz:
ﬂJ,kJ =T (iAT, jAﬂ, kA(p, lAt) (5)

Ebben a formé&ban a parcialis derivalasok osztasként fejezhetdk ki:

(8_T) -~ Tivrjkt — Tijky (6)

or i3k, Ar

(55)  w Tt T - 2o (7
or? )i in (Ar)®

Ugyanigy a tobbi koordinata esetén is.
Ezeket a véges differencidkat behelyettesitve a Laplace-operator képletébe, az is kife-
jezhetdvé valik ilyen médon, emiatt pedig egy adott T; ; 5 ; h6mérséklet-konfiguracio esetén

ki tudjuk szamitani a kovetkezs idGlépésre érvényes tjabb konfiguraciot:

Tz‘,j,k,l+1 = Tl-,j,kJ +n (A T)i,j,k,l At (8)
ahol n = 2. Igy tehat egy megadott kezdeti feltételbél lépkedve, kiszamolhato tetszoleges

oc’
idGpillanatban a hémérséklet-mezé.
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2.3. Szingularitasok és hatarfeltételek kezelése

A (4) egyenletben 1évé derivaltakat kifejeztiik véges differenciakkal, igy tigy tiinik, mintha
tetszGleges i, j, k, | koordindték esetén ki tudnénk szamolni (AT), ;,, mennyiséget, de
mivel a derivaltak egyiitthatoi fiiggenek maguktol a koordinataktol, ezért ezek helyrsl
helyre valtoznak, s6t, valahol szingularissa valnak. Folytonos esetben ezzel dltaldban nincs
probléma, mert ha egy konkrét helyzetben a derivalt olyan helyen vilna szingularissa,
ahol nem varnank, akkor altaldban a I’Hospital-szabaly alkalmazéasaval belathato, hogy a
derivaltfiiggvény hatarértéke véges. Itt viszont, még ha a hémérsékletmezs valoban véges
értékhez konvergalna is, a numerikus szdmolas mindenképpen értelmetlenné vélik, ha 0-val
kéne osztani, vagy m radian kotangensét kéne kiszamolni.

Szintén probléma 1ép fel a koordinaték szélsGértékein, hiszen egy ¢ indexszel jelzett
koordinata szerinti masodik derivaltjanak kiszdmitadsahoz sziikség van az ¢ + 1 és ¢ — 1
indexii értékekre is. Mivel a harom koordinatabol csak a sugar hatarértéke tartozik valodi,
fizikai hatarhoz, ezért a masik ketté koordinata minden értékénél ki kell tudnunk szamolni
a derivalt értékeit, igy ezt is valahogy kezelni kell.

A kovetkez6kben koordinatanként végignézziik, hogy a felmeriil6 problémakat hogyan

lehet megoldani.

Polarszog A polarszoggel kapcsolatban szingularitas nem 1ép fel, csak a hataron lehet
gond, és mivel a erre egy egyszert periodikus hatéarfeltétel vonatkozik, ezért ezt lesz a
legegyszertibb kezelni. Ha a ¢ € [0, 27| tartoméanyt N részre osztjuk fel, és a k-ik pont
értéke ¢, = kAg, ahol Ap = 27/N, akkor py = ¢ + 27. Igy tehat oy = o1 + 27
és o1 = pn_1 — 2m. Kiiloén kényelmes, hogy a Numpy-tombok indexelésénél értelmezve
vannak a negativ szamok, tehat a derivald kodrészlet majdhogynem valtoztatas nélkiil is

tokéletesen miikodik, egyediil a 27 kiilonbségre kell odafigyelni.

Sugar Az r = 0 esettel azért van baj, mert a Laplace-operétor kifejezésében tobb tag

is van, amely r-nek valamely negativ hatvanyaval aranyos. Ahhoz, hogy ezt kezeljiik,

“, e,

AT (0) = 92T (0) + 82T (0) + 02T (0) (9)
A gombi diszkretizalas miatt, mind a harom derékszogi koordinatatengely mentén Ar
tavolsagra van a legkozelebbi pont, vagyis felirva a véges differencidkat:

~ Tx:Ar + T =—Ar — 2170 + Ty:Ar + T, =—Ar — 2CFO + Tz:Ar + T =—Ar — 2170 ~
(Ar)?

(10)
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ahol T,_a, a Ar sugarhoz tartozo pontok hémeérsékletének atlaga. Ez a képlet mar kisza-
molhato » = 0 érték esetén.

Amikor r értéke eléri a maximalisat, a derivalt ekkor sem szamithato ki, de mivel ez
az eset a valodi fizikai hatarhoz tartozik, ezért az itteni hémérséklet-viszonyokat amugy

is az adott probléma hatarfeltétele szabja meg, igy derivalt kiszdmolasara nincs sziikség.

Azimutszog Az azimutszoggel azért van baj, mert a Laplace-operator szog szerinti
részénél minden tagot osztunk sin-val, ami ¥ = 0 vagy 7 esetében 0. Mivel ilyenkor
csak a szog szerinti tagokkal van probléma, ezért a sugéar szerinti derivaltakat tartalmazo
tagokat hagyjuk tgy ahogy vannak, és vizsgaljuk meg mi torténik adott sugar esetében,
a gombfeliileten 9 = 0 kornyezetében!

Paraméterezziik a gombfeliiletet olyan u és v valtozokkal, amelyek egy kézos pontban
metszik a z-tengely, gy hogy kozben egymasra merdlegesek! Ebben az esetben is irjuk

s sz

lokalisan a z-tengely kornyezetében:

ANy T (9 =0)=02T (9 =0)+ 92T (9 =0) (11)

uv

Itt is hasznaljuk ki, hogy a diszkretizacio 1 szerint van, vagyis a legkisebb lehetséges u és

v értékek: Au = Av = r - Av. Felirva az el6z6 kifejezést véges differencidkkal:

~ Tv:rAﬁ + T, =—rAY% — 2Tv:0 + Tu:rAﬁ + T, =—rAY% — 2jﬁu:O

A, T ((=0)= 12
WT (0 =0) T (12)
Mivel u és v egy pontban metszik a z tengelyt, ezért T,,—y = T,—9 = T}, y—o. Ebbdl
Trgeng — Ty
Ny T (0 = 0) m 4=120—L020 (13)

r2 (AY)?

ahol T, y_ng az r sugarhoz, és AY azimutszoghoz tartozé pontok homérsékletének atlaga.

Ez alapjan a teljes Laplace:

0T . 20T 4Tm9:m9 — Ty 9-0
o2 ror r2 (Aﬁf

AT (9 =0) (14)
ahol a sugar szerinti derivalta a szokdsos modon kozelithetGk a véges differenciakkal.

Ugyanilyen gondolatmenettel belathato, hogy

. 82T 2 8T 4T7",19:7r—A19 - Tr,ﬁzw

ATW=m) =55+ 5+ 2 (A0

(15)

Most mar teh4t minden pontban ki tudjuk szamolni a h6mérséklet-mez& derivaltjait,

igy alkalmazhatjuk a léptetést.
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3. Numerikus vizsgalatok

Az alabbi részben két konkrét problémaéra alkalmazzuk az el6z6 fejezetben felépitett, ho-
vezetést szimuldlo algoritmusunkat. Tekintettel arra, hogy a kod nem egy optimalizélt,
altalanosan hasznalt program, csak egy szemléltets feladat, valamint hogy gémbi rend-
szernél mar viszonylag durva felbontasnal megné kiszamolando6 pontok széma a program
futasi ideje egy komolyabb probléma esetében elég hosszii. Ezen okok miatt, a tovabbi-
akban bemutatott két példa csupan két kezdetleges eset, amelyek elképzelhetévé teszik,
hogyan miikddik egy ilyen program. Ezek ismertetése el6tt viszont még kitériink arra,

hogy milyen feltételnek kell teljesiilnie, hogy a kod stabilan miikodjon.

3.1. Neumann-stabilitas

Mivel a feladat megoldasa sordan numerikus kozelitést végziink, természetes modon lesz az
eredménynek hibaja is, ami egyrészt adodik a derivalas véges differenciaval vald kozelitésé-
b6l, méasrészt a szamitogép véges szamabrazolasabol és kerekitésébdl. Mivel a modszeriink
lényege, hogy egy adott idépillanat-beli allapotot mindig az el6z6 id6lépésbdl szamoljuk,
ezért a szamolasban megjelend hibak folyamatosan 6roklgdnek. A szamoléasunk akkor lesz
jo, ha ezek a hibak végig korlatosak maradnak.

Itt most nem megyiink bele a stabilitasvizsgilat részleteibe, csak nagysagrendi becslést
adunk arra, hogy a kiilonb6z6 mennyiségeknek hogyan kell egyméashoz viszonyulniuk. Az
[1] forrasban vazolt probléma esetében, ha az 1 dimenzios mintat Az nagysagu részekre

osztjuk, az idGlépés nagysiga pedig At, akkor a stabilitas feltétele

(Az)”

<
BV

(16)

Esetiink kicsit bonyolultabb, mert itt hAromdimenzios, gombi mintéat vizsgalunk, igy nem
lehet egyértelmiien egy ilyen Axz-t taldlni. Ehelyett becsiiljiik Az-t a két egyméshoz leg-
kozelebb 1évé pont tavolsagaval! Ha a sugar, az azimutszog és a polarszog felbontasa
rendre Ar, Ad és Ay, akkor a két legkozelebbi pontot akkor kapjuk, ha a Ar sugéron,
a Av azimutszoghoz tartozo koriv két, egymastol Ay ivszogre 1évs pontjat nézziik. Ezek
tavolsaga:

Ay, = Arsin AY - Ap (17)

A At idslépés adott, igy a (16) egyenlet ad egy felss hatéart n-ra.

Ugyan egy konkrét probléma esetében 7 az adott, és ehhez igazitjuk Az és At érté-
keket, de jelen esetben egyéb szempontokat is figyelembe kell venni, mint példaul, ahhoz,
hogy értelmezhets eredményeket kapjunk, kell egy minimalis felbontéas, hogy ne csak né-
hany pontot valasszunk ki a gdmbbgl. Ugyanakkor nem is szabad nagyon kicsi felbontést

valasztani, mert akkor sokaig tart a program futtatasa. Az id6 valasztasa is elég korlato-



Asztalos Bogdan 2. projekt Hovezetés gombi rendszerekben

mennyiség | érték
R 1m

T 5000

n 10~ %2

Ar 0,0l m
At 0,2s

1. tablazat. Az egyenletesen melegen tartott gomb probléméjanak adatai.

zott hasonld okok miatt, hogy a futasi id6 ne nGjon tial nagyra, igy a legegyszeriibb magat
az anyagi paraméter értékét hozziigazitani a feltételhez. Mivel ezen dolgozat téméaja a

numerikus modszerek megismerése, igy nem az adatok konkrét értékén van a hangsuly.

3.2. Egyenletesen melegen tartott gomb

Hogy a program futasit még jobban egyszertsitsiik, elGszor oldjunk meg egy izotrop prob-
lémat: Adott egy ismert hévezetési tulajdonsagokkal rendelkezé homogén gémb, amely
kezdetben termodinamikai egyensilyban van, Ty = 300 K-en. Hogyan valtozik a hémér-
séklete, ha belehelyezziik egy T, = 500 K h&mérsékletii kdrnyezetbe? A gémb sugara
R = 1m, az anyagi tulajdonsiagokbol szamolhaté n paraméter pedig n = 10~* mTQ

A feladat megoldaséhoz hasznalt kodot az isotrope.ipynb fajl tartalmazza. A hasz-
nalt felbontast, és az adatok az 1. tablazatban taldlhatok. Mivel a feladat izotrop, a
Laplace-operator szog szerinti derivaltjai mind 0-k, igy nagyobb felbontassal is el lehet
végerni a szimulaciot. Az 1. abrén lathat6 a hGmérséklet sugarfiiggése kiilonb6z6 idGpil-
lanatokban, a 2. pedig ennek a derivaltja, vagyis a hGaramsiirtiség sugarfiiggése. Latha-
t0, ahogy a gémb kiviilrsl fokozatosan veszi fel az 500 K hémérsékletet, és végiil tart a
konstans értékhez. Kiilon érdekesség a 2. dbran, hogy a héaramsiirtiség sugarfiiggésének
minden idépillanatban van egy maximuma, amely a halad befelé¢, &m ennek helye nem jut
el a kbzéppontba, hanem a teljes sugar 2/3-ahoz konvergal.

Tovabba, abrazoltuk még az 1. 4bran a hémérséklet idofiiggését is kiillonbozé sugarak
esetében. Ahogy azt varjuk, nagyon szépen latszik, hogy a hémérséklet 500 K-hez tart, a

felszinhez kozel 1évs pontok gyorsabban, mig a beljebb 1évé pontok lassabban.

3.3. Egy pontban melegitett gomb

Ebben a részben mar egy teljes hairomdimenzids gombbel dolgozunk, és figyelembe vessziik
a szogfiiggéseket is. A feladat a kdvetkezs: Ismét adott egy ismert hGvezetési tulajdon-
sagokkal rendelkezé gémb, megint csak 7, = 300 K hémérsékleten. Hogyan valtozik a
hémeérséklet, ha az egyik pontjat allandd 500 K hémérsékleten tartjuk? A gémb sugara

R = 1m, az anyagi tulajdonsagokbol szamolhato n paraméter pedig n = 6 - 107 mTQ
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Kivilrél melegen tartott gomb
hémérsékletének sugarfiiggése

5001 - —— t=0.0s
—— t=500.0s
4751 —— t =1000.0s
— t=1500.0s
450+ —— t=2000.0s
425 —— t=2500.0s
—— t=3000.0s
ﬁ 400 —— t =3500.0s
- t = 4000.0s
3751 —— t=4500.0s
3501
3251
300
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r[m]

1. dbra. A hémérséklet sugarfiiggése kiilonbo6z6 idépontokban.

Kivilrél melegen tartott gémb
h6dramanak sugarfuggése

3501 —— t=0.0s
—— t=500.0s
300 - — t =1000.0s
—— t=1500.0s
250 A —— t = 2000.0s
—— t=2500.0s
< 200 —— t=3000.0s
S —— t=3500.0s
2 5ol t = 4000.0s
= —— t=4500.0s
1001
501
o-
0 20 40 60 80 100
r[m]

2. abra. A héaramsiiriiség sugarfiiggése kiilonbozé idépontokban.
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Kivilrél melegen tartott gomb
hémérsékletének idéfliggése

500 - r=0.0m
r=0.12m
475 r=0.24m
r=0.36m
450 r=0.48m
425 r=0.6m
r=0.72m
X 400 - r=0.84m
— r=0.96m
375 -
350
325
300+
0 1000 2000 3000 4000 5000
t [s]

3. abra. A hémeérséklet idéfiiggése kiillonb6z6 sugarak esetén.

mennyiség érték
R 1m
T 240000
n 6-1079
Ar % m
A e
Ay 0
At 10s

2. tablazat. Az egy pontban melegitett gomb problémajanak adatai.

A feladat megoldasadhoz hasznalt kodot az spherical.ipynb fajl tartalmazza. A hasz-
nalt felbontést, és az adatok a 2. tablazatban talalhatok. Mivel a stabilitési feltétel még
meglehetGsen durva felbontas esetén is olyan kicsi hévezetési egyiitthatot igényel, hogy
a relevans dolgok lassan mennek végbe, ezért itt nem vartuk meg a folyamat lefutésat,
hanem egy id6 utan leallitottuk, am ekkor még a gdmb nem volt hémérsékleti egyenstily-
ban. Emiatt, hogy a h6mérsékleti viszonyok mégis jol latszodjanak, mindenhol az eredeti,
Ty hémérséklethez képesti valtozast fogjuk abrazolni, logaritmikus skalan, hogy a kisebb
valtozasok is észrevehetsk legyenek.

A g6émb ;melegpontjat” a feliilet ¥ = 7/2, ¢ = 0 pontjaba helyeztiik. Ezen pont kornye-
zetének hémeérsékletét abrazolja a szimulécié befejezésekor a 4. dbra. Mivel az elrendezés
a pont koriil forgasszimmetrikus abrazolhatjuk a hémérsékletet az ivszog fiiggvényében,

amit az 5. Abra szemléltet. Errdl lathato, hogy a hdmérséklet-valtozas gorbéi elég jo koze-
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A h6mérséklet-valtozas a "melegpont" koril

2.2

9 [rad]

-0.6 -0.4 -0.2 0.0
¢ [rad]

102

1072

1074

1076

4. adbra. A felszinen mérheté hémérséklet-valtozas ,,melegpont” kornyezetében.

HOmérséklet-valtozas a "melegpont"
koruli ivszdg fuggvényében

102.

100.

10—2-

10—4-

AT [K]

10—6-

10—8-

10—10-

— t=0.0s
—— t =24000.0s
—— t =48000.0s
—— t =72000.0s
—— t =96000.0s
—— t =120000.0s
—— t = 144000.0s
—— t =168000.0s
t =192000.0s
—— t =216000.0s
—— t =240000.0s

-0.8

-06 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6
o [rad]

0.8

5. abra. A felszinen mérhet§ hémérséklet-valtozas a ,melegpont” koriili {vszog fiiggvényé-
ben kiilonbo6zé idépillanatokban.

10
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HOémérséklet-valtozas a sugar fliggvényében

102 i _ — t=0.0s
= —— t=124000.0s
100 —— t=48000.0s
—— t=172000.0s
—— t=96000.0s
1072+ —— t=120000.0s
— —— t=144000.0s
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6. abra. A hémérséklet-valtozas a ,melegponthoz” tartozo sugaron a koézépponttol valod
tavolsag fiiggvényében kiilonbo6z6 idGpillanatokban.

litéssel egyenesek logaritmikus skalan, igy tehat a hémérséklet térbeli eloszlasat a gémb
felszinén mondhatjuk exponenciélisnak.

Hasonl6 jelenséget latunk, ha a hémérséklet-valtozast a kozépponttol vald tavolsag
fiiggvényében abrazoljuk, ami a 6. 4bran lathato. Itt mar a gorbéknek lathato eltérésiik
van egy egyenestl, igy nem mondhatjuk, hogy a hémérséklet-eloszlas exponencidlis, de
hasonléan az el6zGekhez, elég a hGmérséklet értéke elég gyorsan lecsokken, de az megfigyel-
hetd, hogy logikus moédon, az id6 fiiggvényében a hdmérséklet kiviilr6l befele, aramolva,

egyre novekszik.

4. Osszegzés

A dolgozatban gémbi geometriaval rendelkezé rendszerek hévezetésének numerikus szimu-
lalasaval foglalkoztunk. ElGszor megvizsgaltuk, hogy a hGvezetés jelenségét leir6 egyenletek
hogyan illeszkednek bele a gombi koordinatakba, majd megvizsgaltuk, hogy a numerikus
szamolasoknal milyen problémékba iitkozhetiink ezzel kapcsolatban. Eltiintettiik a gombi
koordinatazas altal okozott szingularitasokat a numerikus szamolas szintén is, és kezeltiik
a koordinatédk hatarértékeinek probléméjat is. Végiil, megnéztiink két nagyon egyszeri
konkrét probléméat, hogy lassuk, hogyan is miikodik egy ilyen programkod. Sajnos a kod
egyszeriisége, és a stabilitasi feltétel egyiittesen azt okozték, hogy még a legelemibb prob-
lémék elejének vizsgalatahoz is viszonylag hosszi futéasi id6 sziikséges, igy nem elemeztiik

az adatokat részletesen, de kvalitative megvizsgaltuk a jelenségek néhany tulajdonsagat.
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